




























































D 25: Zum Rechnen mit der Null

Aufgabe 1:

Aufgabe 2:

Welche Ergebnisse haben die folgenden Aufgaben?
5 + 0  0 + 0  5 - 0  O - 5  0 . 5  5 ' 0  1 5 ' 3 . 0  5 : O  0 : 5  O : 0
Kann man - und wenn ja, wie - Crundschülern helfen, zu begründeten Einsichten
über die Resultate zu gelangen?

Nachfolgend sind Schülerreaktionen auf Aufgaben der Art x.0 bzw. 0.x wiederge-
geben. Die Schüler benutzen unterschiedliche Arten von Argumenten, mit Hilfe
derer sie das Ergebnis begründen. Welche Arten von Argumenten können Sie un-
terscheiden?

r Michael: Wenn vor und hinter der Aufgabe eine 0 steht, dann kann man die nicht ausrechnen,
dann ist es immer 0.

r Susanne: 45 .0, das geht ja nicht.
r Lisette: Weil man z.& keinmal die 7 rcchnet. I . 7 ist 7, weil man das einmal rechnet. Aber 0' 7

ist 0, weil man das nkht rcchna sozusagen.
r Jenny: tVeil I . 7 sieben ist, kann 0'7 nicht 7 sein.
r Jana 1:Ja klar, wenn man 7 Nullen zusammentut ...
r Jana 2; Also, bci der 0 wird die Zahl nicht vtrgrößert, Wenn man dann 0. 10 nimmt, dann heißt

es ja sozungen die 10 nullmal und nullmal heißt: überhaupt nicht, gar nicht, und dann ist
es 0.

r Alexander: lst nur bei "mal" so, dass die 0 Oberhand hat zu den anderen.

Bei Untersuchungen, die gegen Ende des 4. Schuljahres in verschiedenen Schulen
durchführ t  wurden,  wurde bei  der  Aufgabe 15.3.0 e ine Fehlerquote von 87,4%
beobachtet. Lesen Sie die folgenden Schülerzitate und versuchen Sie zu erkennen
und zu erk lären,  was d ie Aufgabe 15.3 .0 so schwier ig macht .

Michael: I 5' 3. da rechnen wir ent 1 5' 3, das sind dann 45, und 45 . 0. das geht dann nichl. Da
schreiben wir die 0 nicht dahin und schreiben nur 45 hin ... Nämlich bei znrei das geht nicht, weil
7.0, das ergibt kein Ergebnis, und ll, ne, ich mein 15.3, das ergibt ein Ergebnis, das ist näm.
lich 45, und dann schreibt man am meisten dahinter 45 und dann lässt man die 0 weg.
Susanne: Man kann sich die hier einfach wegdenken ... Mit der Null kann man eben nicht so
rechnen, wie mh nrvei .., 15 . 3 oder wer wei8 was.
(hristoph: Weil das mh der 0 rarwint ein bisschen, genau genommen könnte man das auch weg
lassen ... lVeil die Zahl dann länger erscheint.
Lisette: Dann braucht man eigentlich nicht mit 0 zu rcchnen. .., Da brauchl man nicht mehr 45'0
zu rechnen, dann hat man ja schon das Ergebnis raus. Das richtige. eigentlich. ... Eigentlich
könnle man sie rrcrgessen, aber wenn sie jetzt im Rechenbirch stände. dann müssle man die auch
mit abschreiben.
Andreas: Ja, weil. weil es keine richtige ähl ist.
Jana: Weil, wenn man das mal 0 rechnet, dann kommt ja eh nichts mehr dazu. ,.. Wie hier und
da kann man hier und da auch die Null weglassen.

Dass das Teilen durch null Probleme bereitet, lst allgemein bekannt. Dass aber auch
eine Aufgabe wie 0:5 Crundschüler vor Probleme stellt, überrascht vielleicht . Zwar
antworten sie überwiegend richtig mit,,0". Doch welche Probleme sie auf dem
Weg dahin überwinden müssen und welche ,, Fehlvorstellungen " auch hinter einem
richtigen Ergebnis stecken können, wird erst aus schüleräußerungen wie den fol-
genden sichtbar. Analysieren und vergleichen sie die Argumente. Achten sie insbe-
sondere auf die Beteiligung von Aufteil- bzw. Verteilvorstellungen zur Divisionl Ver-
gleichen Sie die Argumente - dort, wo es sinnvoll ist - mit den o. a. zur Multi-
plikation mit 0l

r Michael: 0:'10 ist gleich 10, weil das keine Durchaufgabe ergibt.
r Aus dem Interview mit Andreas:

Mmh, 0:5, das geht gar nicht.
Warum nicht?

Ja, weil 0. Die 5 lonn man nicht durch 0 teilen, weil die 0 nicht, ist viel zu wenig, durch 5 zu
teilen. Das könnte man auch bei 4 oder 3 oder 2 oder I machen, das ginge auch nicht.

O Ernst Kfett Grundschulverlag 6mbH, Leipzig 1997 Kopiervorlage aus ,,Wie Kinder rechnen"

Aufgabe 3:

Aufgabe 4:
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Was schreibsl du dann hin, wenn du die Aufgabe mal bekommen würdestZ
0!

/a, erst hast du gesagtj ,Geht nicht" und jeta sagst du; ,0'l lst denn das das Gleiche?

Ja.
Matthias: Wie oft passt die 5 in die 0 rein? 0 mall überhaupt gar nichtl
Andre: Wenn man 0 Sachen durch 5 Kinder teih, das geht ja gar nicht, da hast du nichts. was du
teilen sollst, also 0.
Aus dem lnterview mit Alexander:
lst 0.
Meinst du, das stimmtZ

Ja, alrc, wenn man sich das so vontelh, nicht. Aber wenn man jetzl die kobe macht.
Wie stellst du dir das denn vor?

Ja, dass es überhaupt nicht geht. 0: 5, man kann ja nicht 0 durch 5 teilen. Also so weit sind wir
noch nicht, dass wir das jeta gerechnet haben.
Warum kann man denn nicht 0;5 teilenT Warum ist das schwer2
lVeil die 0 niedriger ist als die 5. Wenn es jetzt zum Beispiel 7:5 wäre. okay, dann ist es 5 Rest
2, dann wäre es aber, die 7 wäre dann größer als die 5,
Mmh. also das frndest du schwer?

Ja. weil die ist niedriger, aber wenn man jetzt die Probe macht, sieht man, das ist ganz leicht,
weil das ist 0.

Dass die Division durch null ,,verboten" ist, wissen viele Erwachsene. Fragt man sie
nach dem Crund, müssen die meisten passen. Crundschüler, die das erste Mal mit
einer Aufgabe wie 5:0 konfrontiert werden, wissen noch nichts von diesem ,,Ver-
bot" und versuchen das Problem mit Hilfe des ihnen zur Verfügung stehenden
Instrumentariums an Vorstellungen und Begriffen zu lösen. Analysieren Sie, welche
Argumente die nachstehend zitierten Schüler benutzt haben, um ihre Antwort zu
rechtfertigen !

(hristoph: lst 5 oder 0! Wie ott passt die 0 in die 5 rein? Ach, das bring mich ganz durchein-
ander.
Lisette: Das kann man eigentlich nicht richtig rauskliegen, was da rauskommt, weil man die Probe
nicht rechnen kann. Dann ist er schwierig zu sagen, was da rauskommt.
Agniezka:Ja, weil5:0, da ist gar nichts geteih. Also ist es 5.
Aus dem Interview mit Andr6:
... Also wenn du die Probe rechnest, ist es soundsovielmal 0 ist 5. Also 5, 5.0 ist 5.
5 '0  is t  57
Ah net 5 .0 ist 0, ja also. Ne, e5 muss abrr 5 rauskommen. Also geht nicht, wierrielmal 0 ist 5?
Also, ist 0.0.0 ist 0, ne.... 5 Sachen durch 0 Kinder, das gehtja schlecht. Es sindja keine da,
die die Sachen aufessen können.
Matthias: Wie oft passt die 0 in die 5 rein? 0 in 5? Wie soll denn die da reinpassen? Ja, die passt
da überhaupt nichl rein! ... 5-mal kann man nicht sagen.
Jana: Das sind 5, weil die 0. die stech in der 5 fünfmal sozusagen. lrgendwie, das ist für mich
jetzt auch schon ein bisschen schwieriger zu sagen, wie oft die 0 in der 5 rtech, weil bei der 1,
da würden das ja auch 5 ergeben. ... Da können ja auch keine 5 rauskommen eigentlich, weil
wenn bei der l, wenn ich jetzt schon dwch I rechne, wenn dann schon 5 herauskommt, dann
kann ja bei 'ner tieferen Zahl nicht auch 5 rauskommen.

Schreiben 5ie einen kindgerechten Antwortbrief, mit dem Sie Nicole helfen können
ihren Denkfehler selbst aufzudecken.

khr geehrter Prof. Dr. Hartmut Spiegell
lch heiße Nicole Richter und bin 1l Jahre. lch gehe in die 5. Klasse. In der Mathematik frnde ich etwas nirhl
logisch. Und zwar die Au{gabe I :0 = nicht möglich, so heißt es in der 5. Klasie, später ist das Ergebnis unend.
lich. Doch auch das ist unlogisch. lch bin der Meinung I :0='i . Denn, wenn man eine Torte hat und man lädt
Gäste ein, keiner kommt, die Torte wird also nicht geteilt, so bleibt 1 Torte übrig. Was meinen Sie dazuT Birte
antworten 5ie.

Mit freundlichen Grüßen
Nicole Richter

Aufgabe 5:

Aufgabe 6:

I
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- 2STumRechnen
mit  der  Nul l

kennen. Den Schlüssel zum Verständnis
des Ceschehens liefert unseres Erach-
tens die nachfolgende Analyse:

Ein Eestandteil des üblichen Verfah-
rens, nämlich die Multiplikation des
ermittelten Teilergebnisses mit dem Di-
visor (gewöhnlich als Probe bezeichnet;
z .B.  bei  30255:37=8 . . .  8 .37=296)
und die anschließende Subtraktion ma-
chen nur  dann e inen Sinn,  wenn erstens
das Ergebnis durch Überschlag ermittelt
wurde und daher kontroll iert werden
muss, und wenn zweitens bei der jewei-

l igen Teildivision Reste entstehen, die
man nicht mit bloßem Auge sieht .

Beides trifft in der Regel bei Aufga-
ben mi t  e inste l l igem Div isor  n icht  zu,
insbesondere dann, wenn die Division
bei jeder Stelle ohne Rest aufgeht. Dass
z.B.  56:8=7 is t ,  wissen Kinder dann,
wenn s ie wissen.  dass 7 .8=56 is t .  Die
durchzuführende Multiplikation ist dann
nicht die Probe, als die sie üblicherweise
bezeichnet wird, sondern war bereits
das Instrument zur Ermittlung des Er-
gebnisses. Wenn dabei kein Rest ent-
standen ist, warum sollte man dann, so
eine mehr als berechtigte Frage, das Er-
gebnis dieser so genannten Probe über-
hauot noch hinschreiben.

Analoges gilt für jede Aufgabe mit
einstell igem Divisor. Sie schrift l ich zu
rechnen, ohne dass man die sogenannte
Divisionsstaffel notiert, stellt keine höh-
eren gedanklichen Anforderungen als
die schrift l iche Multiplikation mit ein-
stell igem Multiplikator, beider man sich
ja auch die Überträge merken muss.
Literaturhinweise: Bender (1994); Gerster (1982;
1989); Padberg (1986, 186f{.); Radau & Schipper
(1981,  1 rs f f  . ) .

Die abgedruckten Schüleräußerungen
stammen aus dem von Schröder (1993)
durchgeführten Projekt.

Zu Aufgabe 2: Folgende Arten von
Argumenten können unseres Erachtens
unterschieden werden:
1. Man kann die Aufgabe gar nicht aus-

rechnen, daher hat sie kein Ergebnis
(Susanne), was gleichbedeutend ist
mi t  nul l  (Michael ,  eventuel l  L iset te) .

2.  Nul lmal  e ine Zahl  (bzw. e ine Zahl
nullmal) bedeutet keinmal diese Zahl
(bzw. diese Zahl keinmal), also nichts.
Und nichts ist null. Der Unterschied
zu 1. besteht darin, dass die Aufgabe
ein Ergebnis hat, aber dieses Ergebnis
Nichts bzw. null ist Qana 2, eventuell
Lisette).

3 . 7 . 0 = 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 = 0
(Jana 1) .

4.  Vergle ich mi t  1.7:  Zwei  Mul t ip l ika-
tionsaufgaben, die in einem Faktor
übereinstimmen, im anderen aber
nicht, können nicht dasselbe Ergebnis
haben (Jenny).

5.  , ,Faustregel" :  Bei  der  Mul t ip l ikat ion
dominiert die Null über die anderen
Zahlen (Alexander).

Zu  Au fgabe  3 :  De r , ,N i ch t s " -  ode r
, ,Keine Zahl" -Charakter ,  den d ie Nul l
für die Kinder besitzt. kommt hier auf
ganz andere Weise zur Geltung als bei
Multiplikationsaufgaben mit zwei Fak-
toren; lst erst mal ein Ergebnis ausge-
rechnet, dann ist die Null überflüssig
und kann weggelassen werden, so dass
sie auf  das Ergebnis der  Aufgabe 15.3
keine Auswirkung mehr hat. Häufig ist
es ja im Übrigen auch möglich oder gar
erwünscht, Nullen wegzulassen: etwa
bei Dezimalzahlen oder dem schrift l i-
chen Algorithmus der Multiplikation.

Zu Aufgabe 4: Für die meisten
Schüler ist klar - und das wird durch ihre
Crundschulerfahrung mit Divisionsauf-
gaben ja auch gestützt -, dass der Divi-
dend immer größer sein muss a ls  der
Div isor .  Das is t  bei  0:5 n icht  der  Fal l ,
also kann die Aufgabe nicht gerechnet
werden und hat kein Ergebnis, was für
Alexander, Matthias und Andrd gleich-
bedeutend mit null war. Für Andreas
war das keine h inre ichende Begrün-
dung. Er rechnete jedoch die Probe zur
Au fgabe  0 :5=0 .  Und  da  0 .5  g le i ch  0
wäre,  gäl te auch 0:5=0.

Während Andreas und Alexander
nicht mit eindeutig festzustellenden Vor-
stellungen operierten, verwendete Mat-
thias eine Aufteil- (Wie oft passt die Null
hinein?) und Andr6 eine Verteilvorstel-
lung (Sachen durch Kinder te i len) .

Auch für Michael war die Division
der Nul l  durch e ine natür l iche Zahl
eigentlich nicht zulässig. Bei ihm wirkte
sich der Nichtscharakter der Null jedoch

dahingehend aus, dass der Divisor wie-
derum als Quotient angegeben wurde
( 0 : ' 1 0 = 1 0 ) .

Zu Aufgabe 5: Matthias, Christoph
und Jana arbeiteten mit der Aufteilvor-
stellung ,,Wie oft passt ...?" Matthias
realisierte, dass weder 0 noch 5 die ge-
suchte Antwort sein konnte. Christoph
war ein wenig verwirrt; vielleicht ahnte
er  schon,  dass d ie 0 unendl ich of t  in  d ie
5 hineingeht. Auch Jana erschien ratlos,
aber eher, weil sie zunächst an ,,fünf-
mal" als Antwort dachte. aber dann
ähnlich wie Jenny in Aufgabe 2 einen
Widerspruch zu 5 :1= 5 sah.
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D 27 Schüler-
lösungen als
Anlässe zum
Mathematiktreiben

Agniezka und Andrd (am Schluss)
arbeiteten mit der Verteilvorstellung.
Agniezka argumentierte wie Nicole
(Aufgabe 6) und erhielt daher als Ergeb-
nis 5. Für Andrö war das nicht so offen-
s icht l ich ( , ,geht  ja  schlecht" ) .  Und d ie
Bezugnahme auf die Probe hatte für ihn
die Konsequenz, dass das Ergebnis
weder 5 noch O sein konnte.

Zu Aufgabe 6: Wir verweisen auf
Spiegel (1995).

Literaturhinweise: Hefendehl-Hebeker (1981 ; 1982);
Klöp{er (1 9 79); Rotman ( l 985); Wagner et al. {1 99 I ;
r 992).

lm Weiteren wollen wir einige Erläute-
rungen zum mathematischen Hinter-
grund der drei Problemstellungen
geben, ohne dabei in die Tiefe zu Ee-
hen. Bei der Aufgabe t hilft eine syste-
matische Auflistung, bei der man bei-
spielsweise den ersten Summanden fix
lässt und die anderen beiden syste-
matisch variiert. Für die Aufgabe b
könnte diese so aussehen:

auswählt, die man eliminiert, z.B. das
d r i t t e  und  das  l e t z te :  10+10+10 /10+
1 0 + ' 1 0 + 1 0 + 1 0 + 1 0 / 1 0 .  D i e  z u  d i e s e r
Auswahl gehörende Zerlegung ist: 30+
60+ 10. Umgekehrt gehört zu jeder sol-
chen Zer legung e ine solche Auswahl .
Also gibt es genauso viele Zerlegungen,
wie es Möglichkeiten gibt, aus den 9
Pluszeichen 2 auszuwählen und das sind
3 6  ( = ( 9 . 8 ) : ( 1 . 2 ) ) .

Bei Aufgabe 2 möchten wir verwei-
sen auf die entsprechenden Ausführun-
gen zum mathematischen Hintergrund
in Wit tmann & Mül ler  (1995,99 f f  . ) .

Bei Aufgabe 3 besteht eine elegante
Lösung darin, die Anzahl der möglichen
Zerlegungen einer Zahl in zwei Faktoren
als eng verwandt mit der Anzahl aller
Teiler dieser Zahl zu sehen: Für die 12
beispielsweise existieren die Produkte
1 . 1 2 , 2 . 6 , 3 . 4 ,  4 . 3 ,  6 - 2 ,  1 2 ' 1 ,  d e r e n

leweils erste Faktoren die Teiler von 12
repräsentieren. Um das höchste Haus zu
finden muss man demnach diejenige
Zahl des Hunderterraums mit den

8 0  +  l 0  +  l 0 70 + 20 + 10
7 0 + 1 0 + 2 0

60 + l0 + l0
6 0 + 2 0 + 2 0
60 + l0 + l0

50 + 40 + l0
5 0 + 1 0 + 2 0
5 0 + 2 0 + 1 0
5 0 + 1 0 + 4 0

Will man nur die Gesamtzahl der
Zerlegungen wissen, kann man die ele-
mentare Kombinatorik zu Hilfe nehmen.
Jede solche Zerlegung lässt sich dadurch
erhalten, dass man von den neun Plus-
ze i chen  i n  dem Te rm 10+10+10+10+
10+  10+  10+  10+  10+  10  genau  zwe i

wenigsten (sicherlich die 1) bzw. mit den
meisten Teilern finden. Ausführungen
zur Bestimmung der Anzahl der Teiler
einer natürlichen Zahl f inden sich bei-
spielsweise in Neubrand & Möller (1991 ,
139f{.) oder Scheid (1992 , 36ft.).
Literaturhinweis: Selter (1 997a)

Dns A*HABET sErrwlRTs
Maxim (6) und ich sitzen im Kindenimmer auf dem Boden.,,Heute muss ich mich aber beei-

len", sage ich und weiß, dass er heraushört, dass ich nicht mehr lange mit ihm spielen kann. ,,lch

muss gleich zur Uni fahrenl" ,,Wieso zur Unil", fragt Maxim. ,,Heute ist doch Samstag." ,Ja",
gebe ich zurAntwon.,,aber die Studenten schreiben heute eine Klausur und da muss ich auf-

passen.",,Was ist denn eine Klausurl", ,Eine Klausur ist so erwas wie eine Klassenarbeit. . ." ,

versuche ich zu erklären, merke aber, dass davon bei ihm nicht so viel ankommc ,,Also, da srer-

le ich den Studenten Rechenaufgaben und die müssen die richtige Lösung finden!" ,,So 3+7 ist

gleich | 0, oder so, nel" ,,Nein, schwierigere Aufgaben!" ,,So Milliontrilliardenmillionen plus Mil-

l ion plus Mil l ionl",Ja,ungefähr sol" , ,Oder mit demAlphabet,nel" lch bin etwas übernscht

und wiederhole mit deutlich zweifelndem Untenon: ,,Mit demAlphabetl Das hat doch nichts

m\tHarherutunt".Doch,öoch',beharnt{axm,.dasA\phabetvorw.artsaulsagenoöerruck-

wäns oder seiilänsl" ,,Seitwärtsf" ,,Ja, seiväns. Da sucht man den minelscen Buchsaben

und fängc bei dem an.Die Mine finden ist doch Mathematjk.Weißt du das denn nichtl Du bist

doch Mathemaciker", sagt er und amüsien sich königlich über meine Unwissenheit. lch mich

auch.

Christoph Seker
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