Analyse von Dokumenten

Das Studium von Erfahrungsberichten iber das mathematische Denken von Grund-
schulkindern (vgl. Kap. 2 und 3) kann einen wesentlichen Beitrag dazu leisten zu
lernen, wie Kinder rechnen. Eine kritische Auseinandersetzung mit den Erfahrun-
gen, die andere Personen gemacht haben, sollte u. E. jedoch unbedingt durch die
Erfahrungen erganzt werden, die man selbst sammelt.

Hierbei kann es sich zum einen um Primdrerfahrungen handeln, indem man
selbst Erkundungsprojekte durchfihrt (vgl. Kap. 5). In diesem Kapitel wollen wir
zundchst Gelegenheiten bieten, Sekundarerfahrungen zu sammeln, indem Doku-
mente analysiert werden, die beim Mathematiktreiben von Grundschulkindern ent-
standen sind.

4.1 Dokumente

Zur Analyse werden drei Formen von Dokumenten verwendet: Episoden, in denen
Begebenheiten aus dem Unterricht oder aus dem Alltag beschrieben werden, Trans-
kripte von Unterrichts- oder Interviewsequenzen sowie Eigenproduktionen aus dem
Unterricht bzw. aus Interviews. Die Dokumente werden jeweils mit Kontextinfor-
mationen sowie mit einer Reihe von DenkanstoBen versehen. Zu Methoden der
Interpretation von Transkripten verweisen wir auf Beck & Maier (1994). Hilfreiche
Hintergrundinformationen zur Bearbeitung der Impulse und zur Beantwortung der
Fragestellungen werden in Kap. 4.2 gegeben.

Wir haben aus Platzgriinden darauf verzichtet, in jedem Dokument darauf hinzu-
weisen, dass in Transkripten die SchiilerduBerungen jeweils fett und die der Inter-
viewer jeweils kursiv gedruckt sind. Interviewer werden mit | abgekirzt; Pausen
sind durch drei Auslassungspunkte (...) gekennzeichnet, lingere Pausen werden
mit Angabe ihrer Dauer angegeben. Abgebrochene Worte enden mit einem waa-
gerechten Strich (z.B. zwanz- bei zwanzig).
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D 1: Rechenfihigkeit am Ende der Kindergartenzeit und ihre Entwicklung

Nachstehend werden Episoden aus zwei Interviewserien zu Ende der Kindergarten- bzw. zu Beginn der Schulzeit wiedergege-
ben, mit deren Hilfe erkundet wurde, was und wie Kindergartenkinder schon rechnen kénnen und ob und wie sich ihre Leis-

tungen in der Zwischenzeit &ndern.

Zum einen wurden Bildsachaufgaben aus dem Erkundungsprojekt E 1 (Kap. 5.2), zum anderen die sog. Schachtelaufgaben
(vgl. Kap. 3.1 sowie E 2 in Kap. 5.2) verwendet. Zur Dokumentation der Entwicklung werden im Folgenden insbesondere sol-
che Aufgaben wiedergegeben, die die Kinder am Ende der Kindergartenzeit noch nicht korrekt geldst haben. Ausdriicklich sei
jedoch vermerkt, dass es sich hierbei um keine reprasentative Auswahl handelt - bei (iberraschend vielen Aufgaben gaben die

Kinder das richtige Ergebnis an.

Es folgen drei Paare von Transkripten, bei denen die Rechenwege der Schiiler vor und nach den Sommerferien ausgewahlt wur-
den, sowie eines, in dem die Bearbeitung zweier Aufgaben im Juni-interview dokumentiert wird.

m Wie ermitteln die Kinder jeweils das Ergebnis?
m Wie unterscheiden sich die Vorgehensweisen in den jeweils zusammengehdrigen Interviews?

1. Michael bearbeitet die
Bildsachaufgabe 11-3

Juni

Jetzt haben wir 11 Leute im Zug, und 3 stei-
gen aus.

are fa

Mhm, rechnest du mir das vor?

Wenn 11 drin sitzen, sind 10 und noch einer (zeigt
erst 10 Finger und noch einen dazu), dann steigen 3
aus, sind nur noch 7 da (geht beim Riickwartszahlen
mit den Fingern von 10 Fingern aus}.

September

Dann stell dir mal ‘nen Zug vor, da sitzen 11
Leute drin. Dann halt der Zug und am Bahn-
hof steigen 3 Leute aus.

3?

Mhm. Wie viel bleiben dann im Zug sitzen?
... hm (12 Sekunden Pause) 8!

Wie haste das jetzt gemacht?

11, dann steigt der 11., dann der 10. und dann
der 9. (zahit mit den Fingern an einer Hand ab).
Dann bleiben 8 drin.

2. Michael bearbeitet die Bildsach-
aufgabe 50Pf+50Pf+1DM+2DM

Juni

Direkt zuvor lost er die Bildsachaufgabe 5DM +
2DM + 1DM korrekt.

I legt echtes Geld hin: 50Pf, SOPf, 1DM, 2DM
Und das Geld ist da in dem Portemonnaie.
Zusammenrechnen.

Ja. Wenn du das zusammenrechnen kannst,
ist das schén.

50 Pfennig und 50 Pfennig sind 90 Pfennig, 90
Pfennig, dann noch 91, 92, 93 (legt erst das 1-
DM-Stiick, dann das 2-DM-Stiick dazu).

93? Guck mal Michael, weilit du, was diese bei-
den Geldsticke zusammen sind? (legt zwei 50-
Pfennig-Stiicke hin) 50 Pfennig und 50 Pfennig?
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Hm ... 90 Pfennig.

90 Pfennig? Ja dann rechne doch noch mal
weiter.

90 Pfennig, 91 Pfennig ~ ... 92, 93.

Seplember

Ilegt das Geld auf den Tisch.

2 Mark, 1 Mark und zwei 50 Pfennige.

Mhm ... Kannst du mir denn auch sagen, wie
viel insgesamt in dem Portemonnaie ist?

Hm ... (8 Sekunden Pause) 4 Mark!

... Mhm. Und woher weilt du das?

50 Pfennig sind 1 Mark, 1 Mark sind 2 Mark
und 2 Mark sind 4 Mark (geht mit den Fingern
von Geldstiick zu Geldstiick).

3. Angelika bearbeitet die
Schachtelaufgabe 18+3

Juni

Jetzt haben wir so viel Wiirfel (legt 18 Wirfel
hin).

Hups, 1, 2,3, 4, 5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13,
14, 15, 16, 17, 18 (2ahlt Wirfel einzeln ab). Jetzt
sind’s 18.

(I legt Wirfel unter die Schachtel) So, und die
kommen dazu (legt 3 Wiirfel hin).

... das sind 3,

Mhm. (legt die 3 Wirfel auch unter die Schachtel)
17, 18, sind 18. 18, ... 19, 20 und 30.

September

Prima, jetzt hast du richtig gezéhlt. So, die
legen wir mal wieder unter die Schachtel (legt
18 Wrfel unter die Schachtel). So, wie viel sind
das? (legt 3 Wirfel hin)

3.

So, die tun wir jetzt auch unter die Schachtel.
Wie viel haben wir wohl jetzt insgesamt?

1, 2,3, 4,5, 6, 7, 8, (zahlt mit den Fingern) 9,
10, 11,12, 13, 14, 15, 16, 17, ... 19, 20, 21.

4. Timo [&st im Juni die Aufgabe 5+2+1
2ls Bildsachaufgabe (SDM + 2DM + 1 DM)

Und das (legt nacheinander 2-DM-, 5-DM- und 1-
DM-Stiick hin).

Eins und die 5. ... Das ist die 2 (zeigt auf die jewei-
ligen Geldstiicke).

Wie viel ...

v €N

... wie viel Geld ist das? Was ist das? (zeigt auf
2-DM-Stiick)

2 Mark,

Und das? (zeigt auf 1-DM-Stick)

Eins.

Und dies? (zeigt auf 5-DM-5tiick)

Die 5.

Mhm. Kannst du mir denn auch sagen, wie
viel Geld jetzt insgesamt in dem Portemon-
naie ist?

3.

als .Rechengeschichte” zu Anzahlen yon Personen
(342 + 1) ohne bildliche Unterstitzung

Stell dir jetzt mal vor, da ist ‘nen Zug, da sit-
zen 5 Leute drin.

(malt ,Zug") Ja?

5 sitzen da drin.

(malt 5 Striche in den ,Zug")

Dann hdlt der am ersten Bahnhof und da stei-
gen noch 2 Leute ein.

(malt 2 weitere Striche)

Und am andern Bahnhof steigt noch einer
ein.

(malt noch einen Strich)

Wie viel sitzen dann insgesamt im Zug?

(zahlt Striche einzeln ab) 8.
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D 2: Zur Entwicklung der Rechenfihigkeit von Angelika

Im Folgenden werden Transkriptausschnitte aus zwei Interviews wiedergegeben, wahrend derer Angelika jeweils dieselben
Aufgaben bearbeitete. Das erste Interview wurde zu Ende der Kindergartenzeit, das zweite wéhrend der ersten Schulwochen

durchgefiihrt.

Bei den verwendeten Aufgaben handelte es sich um Bildsachaufgaben aus dem Erkundungsprojekt E 1 (vgl. Kap. 5.2) bzw.
um Schachtelaufgaben (vgl. Kap. 3.1 bzw. E 2 in Kap. 5.2). Es werden insbesondere solche Aufgaben beriicksichtigt, die Ange-
lika wahrend der Kindergartenzeit noch nicht korrekt geldst hat.

m Welche Rechenwege wahlt Angelika bei den einzelnen Aufgaben?
Welche Unterschiede, welche Gemeinsamkeiten kénnen Sie zwischen den beiden Interviews feststellen?

m
m Worin liegen lhres Erachtens die Ursachen von Antworten, die nicht korrekt sind?
o

Wie kénnten die Mitschiler Angelikas im September die Aufgaben gelést haben? Geben Sie méglichst konkret

verschiedene mogliche Reaktionen an!

1. Bildsachaufgabe

9+3

Juni

9 Leute, hupsala.

Mhm, und 3 steigen zu.

3 steigenzu. 1, 2, 3, 4, 5,

(tippt fanfmal nebeneinander mit dem Stift in einer
Reihe) 6, 7, 8, 9, (beginnt eine neue Reihe und
tippt viermal nebeneinander, beginnt wieder eine
neue Reihe und tippt dreimal auf den Tisch) 12.

September

Jetzt sollst du dir wieder einen Zug vorstellen,
in dem 9 Leute schon sitzen.

Hups.

Und 3 steigen noch ein.

3 steigen noch ein. ... (8 Sekunden Pause) 12.
Mhm.

Sind das dann.

Und wie hast du dir das gedacht?

Einmal hab ich die 9 nachgezahlt und dann hab
ich noch mit den Fingern hier unten geklopft,
einfach so.

2. Bildsachaufgabe

11-3

Juni

So, jetzt sind 11 Personen im Zug -

... huh, ... 11 Personen -

... der Zug kommt zum Bahnsteig und dann
steigen 3 Menschen aus

.. 3 Menschen -

... und die gehen nach Hause. Mit wie viel
Personen fahrt der Zug dann weiter?
1,1,2,3,4..56,7,8910,11...9.

September
So, und jetzt sitzen sogar 11 Leute im Zug.
Oh.

Und 3 steigen aus.

(A zahlt nacheinander ihre 10 Finger durch, halt kurz
inne und zeigt dann wieder nacheinander auf 2 Fin-
ger ihrer linken Hand) 8.

48

3. Bildsachaufgabe
5DM+2DM+1DM

---------------------------------

oo Guck mal, ... (legt Geldstiicke hin) das ist das
Geld, das in dem Portemonnaie ist.

Eine Mark ... 2 Mark, 5 Mark.

Ja, kannst du auch sagen, was das zusammen ist?
Das ist 3 Mark (zeigt auf das 1-DM- und das 2-DM-
Stiick).

Mhm, prima.

Und 5 zusammen macht, 1, 2, 3, ... (tippt auf
den Tisch) 6 Mark?

Hm, wie kommst du darauf?

Das macht 3 (zeigt auf 1-DM- und 2-DM-Stiick).

. Mhm -

... die 5, die kommt ja noch dazu, dann wird es 6.

September

Eh, 5 Mark, 2 Mark und 1 Mark.

Prima, guck mal, ne, dann siehst du das noch
deutlicher, wenn du das richtige Geld da vor-
liegen hast, ne?

Mhm, seh ich auch so schon deutlich.

Ja. kannst du mir auch sagen, wie viel das
zusammen ist?

Zusammen, da hab ichich 5, ... 6, ... 7, 8. (zigt
nacheinander auf das 5-DM-Stiick, das 1-DM-Stiick
und das 2-DM-Stiick) 8.

4. Schachtelaufgabe
16+6

Also 16 hast du abgezéhlt?

{zustimmendes Nicken)

Tun wir jetzt unter die Schachtel wieder, die
verschwinden, ... Wie viel sind das? (legt 6
Wirfel hin)

Dassind 1, 2, 3. 4, 5, 6.

Mhm.

6 sind das.

Und zusammen dann?

Hups. ... 16 (ruft sich den 1. Summanden wieder
ins Gedachtnis), ... 17, 18, 19, 20, 30, 31.

September
16 waren da drunter -

.. 16,

Ne? Und die 6 kommen da jetzt hinzu.

(12 Sekunden Pause, nimmt dann einen Wirfel in
die Hand)

Zahl mal ruhbig laut.

Zweiundsechzehn, dreiund-, ne, (nimmt nachein-
ander jeweils einen Wrfel in die Hand) einund-
sechzehn, zweiundsechzehn, dreiundsechzehn,
vierundsechzehn, finfundsechszehn, sechsund-
sechzehn (zahlt die 6 Wiirfel nacheinander ab),
Hm, kannst du mir sagen, was nach der 16
fir ‘ne Zahl kommt?

... (7 Sekunden Pause) einundsechzehn.

Ja?

(zustimmendes Nicken)

Zéhist du noch mal fir mich ab 137

... rickwarts?

Ne, vorwdrts, ganz normal.

Einunddreizehn, zweiunddreizehn, dreiunddrei-
zehn, vierunddreizehn, fiinfunddreizehn, sech-
zehn-, sechsunddreizehn, ...

Und wenn ich dir sage, dass nach der 13 die
14 kommt? Hm? ... Wie geht das dann wohl
weiter? ... 13, 14.

15,16, 17, 18 -

oo Mhm

.. 19, 20.

Und was sagst du jetzt, wenn ich sage, da
sind 16 Wiirfel drunter, 6 kommen dazu?

(9 Sekunden Pause)

Wie zéhlst du dann weiter?

... (zahlt leise) 17, ... 18, 19, 20, immer so wei-
ter.

Wie viel sind das dann? Hinterher insgesamt,
wenn du die 6 dazuzéhlst?

... {zahit dann 6 Finger einzeln ab) 22.

22?7 |a schén, prima.

In einem weiteren Interview im Novem-
ber loste sie diese Aufgabe dann auf
Anhieb korrekt.
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D 3: Besonderheiten beim Zahlen von Schulanfangern

Schulanfanger kénnen schon mehr oder weniger groBe Abschnitte der Zahlwortreihe korrekt aufsagen: vorwarts, beginnend
bei 1 oder einer groBeren Zahl, und auch riickwérts. Lotet man ihre Fahigkeiten bis an ihre Grenzen aus, wird man auf unter-
schiedliche Abweichungen von der uns vertrauten Zahlwortreihe stoBen. Diese Abweichungen machen einerseits deutlich, wo
Schwierigkeiten fur die Kinder auftauchen, andererseits geben sie uns einen Einblick in die hohe Konstruktivitdt ihres Denkens.

Manchmal fullen die Kinder Wissensliicken, indem sie das, was sie schon wissen und verstanden haben, in origineller Weise
auf unbekanntes Terrain tibertragen. Die Ergebnisse sind bisweilen ,logischer” als die Konventionen, die uns geldufig sind.

Im Folgenden werden Transkripte von Interviewausschnitten wiedergegeben, bei denen die Schiiler vor Beginn und im Ver-
lauf der ersten Halfte des 1. Schuljahrs mehrfach befragt worden sind. Zur besseren Lesbarkeit sind die gesprochenen Zahl-
worte in der Regel in Ziffernschreibweise wiedergegeben. Liest man die Zahlsymbole so, wie sie korrekt gelesen werden, ergibt
sich das, was die Kinder gesagt (nicht in jedem Fall aber auch gemeint) haben.
m |dentifizieren Sie alle Auffélligkeiten in den nachstehend wiedergegebenen Zahlwortreihen!
® Welche Schwierigkeiten werden sichtbar? Welche Erklarungen sind flr die beobachteten Abweichungen méglich?

m Welche Abweichungen sind noch denkbar, die nicht in den abgedruckten Dokumenten auftauchen?
m Welche Unterschiede, welche Gemeinsamkeiten lassen sich zwischen den Dokumenten derselben Schiiler feststellen?

Du kannst doch bestimmt zéhlen, oder?
(2ustimmendes Nicken)

Féngst du mal einfach an zu zahlen?
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14, 15,
16,17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27,
28, 90.

... Was hast du nach der 28 gesagt? Zuletzt?
Neun ... zig.

907 Gut, du kannst aber schon weit zahlen.
He? Kannst du auch von 23 an weiterzahlen?
(verneinendes Kopfschiltteln)

Und wenn ich dir mal ein bisschen helfe?
(zustimmendes Nicken)

23, 24.

23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34,
35, 36, 37, 38, 90, 91, 92, ...

Da hért's auf?

(zustimmendes Nicken)

Gut. Kannst du denn auch von 53 aus weiter-
zdhlen?

(verneinendes Kopfschiltteln)

Und wenn ich dir helfe? 53, 54.

53, 54, 56, 57, 58, 59, ... 80, 83, 82, 83, 84,
85, 87, ... 89, ... elfzig, ... einundelfzig, dreiun-
delfzig, sechsundelfzig, ... genug.

... Kannst du noch weiter?

(verneinendes Kopfschitteln)

November

Zunachst zahlt er zwischen 23 und 39 unter Auslas-
sung der ,Schnapszahlen” (Zahlen mit der gleichen
Zehner- und Einerziffer} und soll nun von 53 an wei-
terzahlen, Er sagt, er kdnne dies nicht,

Und wenn ich dir helfe? 53, 54.

54, ... 58, 59, 30.

Und dann?

31, 32, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41 ...

... Gut so.

(E sagt entweder 42 oder 43)

Mach mal lauter, schén.

49, ... (9 Sekunden Pause, bewegt dabei seinen
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Mund) 45.

Und dann?

Sechsun-, 46, 47, 48, 49, 30.

Hm, gut -

.. 31, 32, 34, 35, 36, 37, 38, vier- ... 90. 91,
92, 93, 94, ...

Kannst du noch weiter?

(verneinendes Kopfschitteln)

95, 96.

95, 96, 97, 98, 70, 71, 72, 73-

... Mhm, da wollen wir mal aufhéren.

Juni.
1,2,3,45,6,7,8 910,11, 12, 13, 14, 15,

16, ... 17, ... und dann die 18, ... bin bei der
sieb- ... war bei der 17.

Mhm.

18,19, 11, ...

Was kommt nach der 197

1.

Die 11 hattest du doch eben schon.

Ach so, ... ne, weiter kann ich nicht zahlen.

Das macht ja nichts, Kannst du denn auch
von 13 weiterzdhlen?

(zahlt leise bis 13) 14, 15, 16 -

... lauter!

(zahlt noch mal leise bis 13) 1, 13, 14, ... 15, 16,
17, 18, 19, 20, 21, 23, 24, 25, ... eh, weiter
kann ich nicht.

September

Timo zahlt zundchst von 1 bis 39 unter Auslassung
der 22.

Und was kommt nach der 397

70, he? ... 70.

Und dann?

N, 72,73,74,75, 76, 78, 79, ... 30, 31, 32,
33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, ... 40

... Gut, du kannst ja schon weit zéhlen -

.. 41, 42, 43, 45, 46, 47, 48, 49, ... 50, ... 51,
52, 53, 54, 56, 57, 58, 59, ... eh, ich glaube 100,
Und dann, wie geht's da weiter?

Einhundert, zweihundert, dreihundert, vierhun-
dert, finfhundert, sechshundert, siebenhun-
dert, achthundert, neunhundert, ... eh, weiB ich
nicht, weiter weill ich nicht mehr.

September

Ja... , dann zdhl doch mal von 47 rickwarts,
417, 46, 45, 44, 43, 42, 41, ... dreiz-, 93, 83, 73,
63, 53, 43, 33, dreiundzw-, eh (schiittelt verneinend
den Kopf) 32, 31, zwanz-, 29, 28, 27, 26, sechs-,
26, 25, 24, 23, 22, 21, 19, 19, 18, 17, 16, 15,
14,13,12,11,10,9,8,7,6,5,4,3,2,1,0.

November

Und, rickwarts zdhlen, von 47 an, versuchst
du das maf?

40, 46, 45, 44, 43, 42, 41, 40, drei-, 39, 38,
37, 36, 35, 34, 33, 32, 31, 30. 29, 28, 27, 26,
25, 24, 23, 22, 21, 20. 19-

... Ja, das reicht mir erst mal. Und wenn du
... bei 93 anféngst, rickwarts zu zéhlen, ...
kannst du das auch schon?

92, 91, 80, neunund- ... 88, 87, 86, ... kann
nicht weiter.

September

Jetzt fang mal von 20 an!

20, ... (9 Sekunden Pause) 20, 19, dr-, ...

Ist fast richtig gewesen. Uberleg mal. ... Du
kommst da noch drauf.

... 80, 70, 60, fiinfz-, siebz-, 60, 70 -

... Mhm, schén ...

... 50.

November

Ja? Fang mal bei 20 an riickwdrts zu zéhlen,
90, 91, ... 98, 97, 96, ... 95, ... vier-, 94, 93, 92, 91,
Und dann?

80, 81, ne, ... 98, ... 88, achtzig, 87, 86, 85,
84, 83, 82, 81, 70, 71, ... hm,



D 4: Wie Erstklassler mit Darstellungen groBerer Zahlen umgehen

Das dezimale Zahldarstellungssystem verstehen, richtig gebrauchen und nutzen zu

lernen ist eines der zentralen Lernziele des Mathematikunterrichts von der zweiten

Hilfte des ersten Schuljahres an. Was flir nahezu jeden Inhalt gilt, trifft auch hier zu:
Die Kinder sind keine , Tabulae rasae”, sondern bringen eine Vielfalt an eigenem
Wissen mit, sei es, dass sie dieses eher beildufig erworben haben, sei es, dass sie sich
aus den schon vermittelten Kenntnissen selbst in neues Terrain vorgewagt haben

und Wissensliicken durch eigene Konstruktionen fllen.

Im Folgenden ist in tabellarischer Form eine Auswahl von Reaktionen von Kin-
dern zusammengestellt. lhnen wurde entweder eine dezimal strukturierte Steck-
wirfelmenge (z.B. drei Zehnerstangen, von denen sie wuBten, dass jede Stange aus
zehn Steckwiirfeln besteht, sowie sieben Einzelne) vorgelegt, und sie wurden dann
aufgefordert zu sagen, wie viele es seien, und das entsprechende Zahisymbol aus
Ziffernkarten zu legen, Oder sie sollten ausgehend von einem Zahlsymbol das ent-
sprechende Zahlwort nennen und ggf. die entsprechende Menge an Steckwdirfeln

hinlegen.

Die jeweilige Vorgabe ist durch kursive Schrift kenntlich gemacht worden. Ein-
zelne Steckwdiirfel werden durch E, Zehnerstangen durch Z und Hunderterplatten

durch H abgekiirzt.

m Welche Schiilerlésungen entsprechen den Konventionen, welche nicht?

m Welche Griinde kénnten die sog. Falschiésungen haben?

m Versetzen Sie sich in die Lage der Schiler und I6sen Sie selbst erfundene
Aufgaben gemdB der von ihnen gefundenen , Fehlerstrategien®!

50

Name Menge Wort Symbol
Kamila 3Z4E vierunddreiflig 43
3z dreiflig 30
3Z4E 34
47 40
4Z3E dreiundvierzig 34
Rena 12Z6E sagt zuerst zweihundertsechs legt dann 206
Tessa 10Z2E sagt dann hundert, guckt auf
die E, sagt zweihundert legt zunachst 102
Patrick 2H zweihundert 102
Ann-Katrin einhundert 101
zweihundert 102
Elaha fiinfundzwanzighundert 125
Mohammedreza sechzehn 124
Anna tausend 1000
tausendundacht 1008
zwolftausend? Nee, zwolfhundert| 1200
(korrekt) 1324
{korrekt) 1872
Milliarden 10000
Kamila 6Z8E achtundsechzig 86
Patrick 4H vierhundert 104
Michael 102Z5E hundertfiinf 105
MZ2E 4E hundertzwélfvier 124
MZ2E hundertzwélf 120
1MZ2E1E hundertelfzwei 112
Annelie zwolftausendeinunddreiBig 1231
legt 9H 202 und sagt: zweitausend
legt 9H302Z und sagt: dreitausend
Mohammedreza fiinfzehn 132
10 Stangen hundert 100
THSE finfhundert 105
auch finfhundert 132
THNME elfhundert 110
Tessa 1H1E einhundert 101
1HSE finfhundert 105
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D 5: Informelle Vorgehensweisen zur Addition im Hunderterraum

Nachstehend werden Episoden aus einer Interviewreihe wiedergegeben, mit Hilfe
derer erkundet wurde, ob und wie Kinder des ersten Schuljahres die Dezimalstruk-
tur unseres Zahlsystems schon nutzen, wenn sie die Summe zweier zweistelliger
Zahlen ermitteln.

Die Summanden wurden ihnen mit Hilfe von dezimal strukturierten Steckwiir-
felmengen vorgegeben (z.B. 28 durch zwei Zehnerstangen und acht einzelne Steck-
wiirfel). Die Aufgaben wurden als so genannte Schachtelaufgaben gestelit (vgl.
Kap. 3.1 sowie E 2 in Kap. 5.2). Dabei blieb der erste Summand sichtbar liegen, der
zweite wurde unter der Schachtel verdeckt. Zur besseren Lesbarkeit ist der sichtba-
re Summand unterstrichen. Die Transkriptausschnitte setzen immer dort ein, wo es

machen?

1. Mohamedreza, 28. 49, 5. Jakub,
28+13=x Ja. Und jetzt lege ich 13 hier drunter (legt 13 Mhm. Und woher weifit du das? 34+15=x

Steckwilrfel in die Schachtel). Weil ich hab einfach von der 15 die 5 wegge-

13? nommen und dazugetan, dann hatte ich 39 ...

Mhm. Mhm.

(M. zahit an den einzelnen Steckwilrfeln um 8 weiter) ... dann, dann hab ich zu der 39 10 dazugetan.

13..14, 15, 16, 17,18, 189, 20, 21...41. Dann muss, ah, ich von der 10 einen wegneh-

men, dass ich 40 hatte, dann hab ich die 9 noch

__________________________________________________ dazu und dann ist es 49.
2. Kamila, (K. zahlt erst die Stange dazu und dann leise die Ein-
16+23=x zelnen) 34, 35, 36, 37, 38, (laut) 39. e ————

Und wie bist du darauf gekommen? 24. (leise) Dann noch 70, 80, (laut) 80. 80 sind 6. Michael,

Ich habe diese (zeigt auf die Schachtel), die in der  das dann ... (leise, unverstandliches Gemurmel, 69+24=x

Schachtel sind, genommen, dann hab ich die zahlt die Stangen nochmals ab) 10, 20, 30, 40, 50,

genommen (schiebt Stange zur Seite) und dann 60, 70, 80. Das sind dann 89 ... 91, 92, (laut)

die zuletzt gerechnet (schiebt die Einzelnen dazu). 93,
3. Patrik, (P. Uberlegt, spricht lautlos, tippt auf die Stangen,  (E. Gberlegt 14 Sekunden) 93. 7. Elaha,
34+15=x leise) 40... 45 ... (spricht wieder lautlos, nach insge-  Mhm. Wie bist du darauf gekommen? Das 69+24=x

samt 48 Sekunden) 49. ging ja so schnell.

Mhm. Und woher weilit du das? Weil hier 60 ist (nimmt 6 Zehner in die Hand) ...

Weil ich hab 15 dazugerechnet, ja, zu den 30, Mhm.

das sind ja... ja, da gibt es ja einen dazu, nochso ... und ... und du nimmst noch, da sind noch 20 ...

noch einen Zehner. Und 15 ... hab ich dannnoch  Mhm.

die 5 dazu, das sind ja 45. Und dann noch die ... 20, dann wird es 80 ...

dazu {zeigt auf die 4 Einzelnen), dann sind es 49. Mhm.

... dann sind hier 9 (zeigt auf die Einzelnen) noch

__________________________________________________ 4, wird es ... ahm 90, dann noch, noch 3, dann
4. Sophia, Mhm, (iiberlegt) 49. wird es 93,
34+15=x Ah, die (nimmt die 3 Stangen hoch) sind ja 30 und

dann die (zeigt auf die Schachtel) sind 40 und

dann die (nimmt die 5 Einzelnen in die Hand) ...

ach, ist ja richtig. Ist das richtig?

Ja, ich hab auch nicht gesagt, dass es falsch

war.

Ja, und 5 und 4 sind 9.
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fur den Einblick in die Vorgehensweise der Kinder nétig ist.

m Uberlegen Sie sich zunidchst moglichst viele Méglichkeiten, wie die Kinder die
Aufgaben 34+ 15 und 69+ 24 geldst haben kénnten! Gibt es Strategien, die sich
Ihres Erachtens fiir bestimmte Aufgaben gut und fiir andere weniger gut eignen?
Welche Fehler kénnten dabei auftreten?

m Studieren und beschreiben Sie erst dann die tatsachlichen Rechenwege der
Schiiler! Welche Unterschiede, welche Gemeinsamkeiten kénnen Sie feststellen?

m Inwieweit stellen das verwendete Material und die eingesetzten Aufgabenstel-
lungen eine Hilfe, inwieweit eine Einschrankung dar? Wie kénnte man es anders



D 6: Informelle Vorgehensweisen zur Subtraktion im Hunderterraum

Nachstehend werden Episoden aus einer Interviewreihe wiedergegeben, mit Hilfe derer erkundet wurde, ob und wie Kinder des
ersten Schuljahres die Dezimalstruktur unseres Zahlsystems schon nutzen, wenn sie die Differenz zweier Zahlen ermitteln. Diese
wurden anhand von dezimal strukturierten Steckwiirfelmengen représentiert (z.B. 28 durch zwei Zehnerstangen und acht ein-
zelne Steckwdrfel). Hierzu wurden die sog. Schachtelaufgaben verwendet (vgl. Kap. 3.1; E 2 in Kap. 5.2), bei denen zundchst
eine dem Kind bekannte Steckwiirfelmenge unter einer Schachtel versteckt wurde. Dann wurde ein Teil dieser Steckwiirfel wie-
der unter der Schachtel hervorgeholt. Nun gab es zwei Varianten: Bei Typ a—b=x wurde dem Kind die hervorgeholte Steck-
wiirfelmenge prasentiert; die Aufgabe bestand darin zu ermitteln, wie viele noch in der Schachtel seien. Beim Typ a=x=b wur-
den die in der Schachtel verbliebenen Steckwiirfel gezeigt und die Frage zielte dahin, wie viele herausgenommen worden seien.

Die Transkriptausschnitte setzen immer dort ein, wo es fir den Einblick in die Vorgehensweise der Kinder nétig ist. Zur besse-

ren Lesbarkeit ist diejenige Zahl unterstrichen, deren Steckwiirfelmenge fiir die Kinder sichtbar war.

m Uberlegen Sie sich zunédchst méglichst viele Mdglichkeiten, wie die Kinder die Aufgaben 42-14=x und 37-x=26 geldst
haben konnten! Gibt es Strategien, die sich lhres Erachtens fir bestimmte Aufgaben gut und fiir andere weniger gut eig-
nen? Welche Fehler kénnten dabei auftreten?

w Uberlegen Sie sich anschlieBend, welche Fehler Kinder bei der Bearbeitung dieser Aufgaben machen konnten!

m Studieren und beschreiben Sie erst dann die Rechenwege der Schiiler! Welche Fehler kdnnen Sie wodurch erkldren, welche
nicht? Welche Unterschiede, welche Gemeinsamkeiten kénnen Sie feststellen?

m Inwieweit stellen das verwendete Material und die eingesetzten Aufgabenstellungen eine Hilfe, inwieweit eine Einschran-
kung dar? Wie kénnte man es anders machen?

1. Tessa, 28-5=x

(1 legt 28 Steckwiirfel)

20, (zahlt leise mit dem Finger die Einzelnen) 1, 2,
3,4,5,6,7, 8, (laut) 28.

Ja. (legt 28 Steckwiirfel in die Schachtel und nimmt
5 heraus) Und die nehm ich raus.

(T zahlt leise die Einzelnen) 1, 2, 3, 4, 5 &hm .., 23,
Mhm. Und wie bist du darauf gekommen?
Ich hab von den 5, bis es 8 wird, gezahlt und
das sind 3 (zeigt 3 Finger), also nur noch 23.

2. Mohamedreza, 24-6=x

(I legt 24 Steckwirfel) Wie viel sind das?

24,

Mhm. (legt 24 Steckwirfel in die Schachtel und
nimmt 6 heraus) Und wie viel sind das, die ich
rausgenommen habe?

(M z&hlt die Einzelnen) 6.

Mhm. Und wie viel sind noch in der Schachtel?
8.

Und woher weifit du das?

Weil ich hab hier jetzt 6, (nimmt 6 Steckwiirfel) da
missen nur noch 4 sein von den 10, und noch 4
war dazu, gleich 8.

3. Anna, 37-11=x

(I legt 3 Stangen und 7 Einzelne) Und das?

37.

Mhm. (legt die Steckwdrfel in die Schachtel) Ups,
so, die nehm ich raus (nimmt 1 Stange und 1 Ein-
zelnen heraus).

Dann sind es ... 29.

Mhm. Und woher weifit du das jetzt?

Weil wenn das ... wenn 30 minus 10 ist, ist es ja
dings, wie heift das noch mal, ist es dann, das
ist dann 20. Und wenn man noch mal einen
wegnimmt, ist es 29.
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4. Anneli, 42-14=x

Und wie viel hab ich jetzt rausgenommen?
(I nimmt 1 Stange und 4 Einzelne heraus)

4..14,

Mhm.

(leise) 42 minus 14 ... (Uberlegt, spricht lautlos,
schiebt 1 Stange zur Seite, beschaftigt sich mit den
Einzelnen), das sind 28.

Mhm.

Also, ich hab erst das weggenommen (zeigt auf
die Stange), dann hab ich erst mal 2 fir das ...
und dann hab ich noch die 2 weggenommen,
das waren 28,

5. Sophia, 37-x=26

(I rdumt die 37 Steckwirfel in die Schachtel)

Habe welche weggenommen (nimmt 1 Stange
und 1 Einzelnen heraus), und habe die tibrig
(zeigt 2 Stangen und 6 Einzelne).

(Uberlegt) Wie viel waren's eben?

37, und jetzt hab ich ...?

26, (leise) 20 bis 30 ... (iiberlegt), 11 hast du
weggenommen,

Mhm. Und woher weifit du das?

Ah, einfach gerechnet. Weil ich auch nicht
mehr, wie ich gerechnet hab.

6. Tessa, 37-x=26

(I legt 37 Steckwiirfel)

20, (zahlt die Einzelnen) 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 siebe-
nun- ... siebenunddreifig.

Ja, 37. (legt 37 Steckwiirfel in die Schachtel, nimmt
welche heraus und zeigt die restlichen 26 Steckwilrfel)
37,20, 1, 2, 3, 4, 5, 6 ... (schiebt 2 Stangen zur
Seite) Das sind schon mal 20, 26 und 37 waren's
... also hast du genommen ... 11.

Ja. (zeigt die 11 Steckwilirfel) Woher weilit du das
Jjetzt so schnell?

Wenn ich jetzt den dazulegen wiirde, (zeigt auf
die 6 Einzelnen) dann war's 27, dann kann ja nur
noch 10 (nimmt eine Stange und legt sie zu den 2
Stangen) da fehlen.

7. Kamila, 37-x=26

(I legt 37 Steckwiirfel) Wie viel sind das?

37.

Mhm. (legt 37 Steckwirfel in die Schachtel, nimmt
welche heraus und zeigt die restlichen 26 Steckwiir-
fel) Und die bleiben brig.

36, 26.

Mhm.

Mhm. Und es sind 11 weg.

Schén, und woher weifit du das?

Weil ... 30 hat ja was mit 10 zu tun, dann hab
ich 10 von 30 weggenommen, ...

Mhm.

... dann noch eine 1 von 7.

8. Elaha, 18-x=13

(I legt 18 Steckwirfel) Wie viel hab ich da?

18.

Mhm. (legt 18 Steckwiirfel in die Schachtel und
nimmt welche heraus) So jetzt nehme ich wieder
welche weg, und dann habe ich die (brig.
(zeigt die restlichen 23 Steckwirfel)

(E Gberlegt 10 Sekunden} 5.

Mhm. Und woher weilt du das jetzt?

Weil ... wenn man 5 hat und dann noch 8 ... &h
3 dazumacht, dann sind's gleich 8.
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D 7: Subtraktion im Hunderterraum - Lésungswege von Jo-Ann

Bevor die Subtraktion im Hunderterraum Gegenstand des Unterrichts war, wurden
Zweitkldsslern in vier Interviews Abzieh- und Ergdnzungsaufgaben vorgelegt —
sowohl formal auf Aufgabenkarten (im 1. und 2. Interview) als auch als Textaufga-
ben (im 3. und 4. Interview). Im Folgenden werden einige Episoden aus den Inter-
views mit Jo-Ann wiedergegeben.

Die folgenden sechs Aufgaben wurden mit Ausnahme der 5. als Textaufgaben
gestellt. Die formal angegebenen Gleichungen sollen lediglich der Orientierung der

Leserin dienen.

m Beschreiben Sie Jo-Anns Losungswege!

m Wie lassen sich ihre Fehler erklaren?

m Sehen Sie Grunde fiir die jeweilige Wahl der Vorgehensweise? (z.B.: Warum sub-
trahiert Jo-Ann bei 74-58 nicht?)

m Fur die ersten drei und die letzten drei Aufgaben wurden jeweils die gleichen
Zahlenwerte — wenn auch an unterschiedlichen Stellen in der Gleichung — ver-
wendet. Welche Zusammenhdnge, welche Unterschiede kénnen Sie in den
Rechenwegen erkennen?

1. 58+x=74 (3. Interview; 7.3.)

Daniela hat 58 Sticker. ... (Jo-Ann schreibt sich
58 auf.) ... thre Freundin schenkt ihr noch wel-
che dazu. Jetzt hat sie 74 Sticker. ... (Jo-Ann
schreibt sich = 74 auf, so dass jetzt 58 =74 auf
dem Zettel steht.) ... Wie viele hat ihre Freundin
ihr dazugeschenkt?

(nach 10 Sekunden) 24.

Hm. Und wie bist du darauf gekommen?
Uff, weil von 50 bis 70 ist 20. Und dann noch
plus 4, ist 24.

2. 74-58=x (4. Interview; 9.3.)

Daniela hat 74 Sticker. (Jo-Ann schreibt sich die
Zahl 74 auf.) Davon schenkt sie 58 Sticker ihrer
Freundin.

(Sie schreibt sich -58 auf, so dass jetzt 74 - 58 auf
dem Zettel steht.) (leise) Minus 58.

Wie viele Sticker behélt Daniela noch tibrig?
Mm. (nach 10 Sekunden) 24.

Und wie kommst du darauf?

... 30 plus 20 ist se- ... 70. Und plus 4, das ist 24.

3. 74-16=x (3. Interview; 7.3.; unmittelbar
nach Nr. 1)

So, Irene hat 74 Sticker.

(Sie will sich 74 aufschreiben, merkt aber, dass sie
die Zahl schon auf dem Zettel stehen hat.) Ach, die
war schon.

Davon schenkt sie 16 Sticker ihrer Freundin.
Wie viele Sticker behdlt Irene noch (brig?
Mm. (Sie schreibt - 16 hinter die Zahl 74.) ... 60
... {nach 13 Sekunden) Gleich 58.

Hm. Und wie bist du darauf gekommen?
Weil 10 von vier ... 74 ist gleich 60. Und dann
noch die 6, also dann nehme ich 4, dann hab ich
4. Dann muss ich 6 von der 4 wegnehmen.
Hm.

Ah, Quatsch, ... 4 zu der 6 tun.

Warum?

Weil, ... mm. WeiB ich eigentlich nicht.

Was meinst du denn jetzt, ist richtig von dem,
was du alles gesagt hast?

Oh, gar nichts. Oh.

Dann rechne noch mal neu, wenn du meinst,
gar nichts,

Dann mach ich mal ..., hat mein Papa mir
gezeigt. (Sie schreibt sich ein Minuszeichen vor die
Zahl 74 und dann die Zahl 16 stellengerecht darun-
ter. Dann schreibt sie bei der Zahl 16 eine 2 unter die
6.) Zwei. (Danach schreibt sie bei der Zahl 16 eine 6
unter die 1.) Das sind 62.

Und wie bist du da jetzt drauf gekommen?
Weil, mm also, .... 4 von der 6 ist 2. Und 1 von
der 7 ist 6.

4. 60-18=x (3. Interview; 7.3.; unmittelbar
nach Nr. 3)

In einer grofen Dose sind 60 Bonbons.

Oh. (Sie schreibt sich 60 auf.)

Die Kinder nehmen 18 Bonbons aus der
Dose.

Minus (Sie schreibt ein Minuszeichen vor die Zah! 60.)
18. (Sie schreibt 18 stellengerecht unter die Zahl 60.)
Wie viele Bonbons sind noch in der Dose?
Oh. 8. (Sie schreibt bei der 18 eine 8 unter die 8.)
58. (Sie schreibt bei der Zah! 18 eine 5 unter die 1.)
Wie bist du denn darauf gekommen?

Weil 8 von der O geht nicht, das bleibt dann 8.
Und 1 von der 6 ist 5.

Warum geht das nicht von der 07

Ah, weil 8 immer a... 8 bleibt.

Wie viel ist denn 58 plus 187

Uff. Nicht 16, aber nicht 60.

Hm. Und?

Dann muss da (Sie zeigt wahrscheinlich bei der Zahl
58 auf die 5.) ne 1 hin, Oh. Ah, ja.. Mm. Wie viel
ist 50 minus 87 Plus oder plus? 52.

Und wie viel ist 52 plus 18?

Mm, auch nicht 60, 42,

Hm. Und wie bist du da drauf gekommen?

Jam, weifl ich nicht so ganz genau. Oh. ... 50
minus 8 gleich 48.

50 minus 87

Was?

Du hast gesagt, 50 minus 8 ist 487

Mmh, 60 minus 18 ist 48.

Hm. Okay.

5. 18+4+x=60 (2. Interview, 15.2.)

(I legt die Aufgabenkarte auf den Tisch)

18 plus wie viel gleich 60. Mm. Warum macht
ihr immer so schwer?

Die sind doch gar nicht so schwer. Versuch
mall

55 minus 8. 42.

Hm. Und wie bist du darauf gekommen?
Von der ... Von ... Jetzt hab ich die 8 davon (Sie
zeigt auf die Zahl 18.) weggenommen und von
der z ... Dann hab ich einfach nur 10 bis zur 60
genommen, das sind 50, Und dann plus 8, das
sind 58. Hah. Ja, 58.

Warum denn plus 82

Mm. Weil erst hab ich doch 10 bis zur 60. Und
dann noch plus 8, weil die 8 zu der ... Weil ich
nur, mm, keine 18 genommen hab, sondern nur
10.

6. 18+x=60 (4. Interview, 9.3.)

In einer groflen Dose sind 18 Bonbons, ...
(Jo-Ann schreibt sich die Zahl 18 auf.) ... Die Mut-
ter muss einige Bonbons in die Dose tun,
damit 60 Bonbons in der Dose sind. (Sie
schreibt sich die 60 auf, so dass jetzt 18 60 auf dem
Zettel steht.)

Wie ...

52. Ohh. (Sie freut sich.)

Wie kommst du darauf?

Oh, weil 52 plus 18 ist 60.

Wie hast du denn gerechnet?

Mm. Mmmm. 52 plus 8 ist 10, plus, mm, ... 42.
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D 8: Subtraktion im Hunderterraum - Lésungswege von Ivo

Bevor im Unterricht die Subtraktion im Hunderterraum behandelt worden war, wur-
den Zweitkldsslern zur Mitte des Schuljahres in Interviews Subtraktions- und Ergan-
zungsaufgaben als Textaufgaben und formal auf Aufgabenkarten gestellt. Studie-
ren Sie zunachst das folgende Transkript des Interviews mit Ivo, dem die Karte mit
der formalen Aufgabe 18+x=60 vorgelegt wurde.
m Versuchen Sie méglichst viele von Ivos AuBerungen zu verstehen! Bedenken Sie,
dass es hierbei durchaus unterschiedliche Deutungen geben kann. Welche Be-
merkungen Ivos kénnen Sie nicht nachvollziehen?
m Versuchen Sie in dem langen Transkript gewisse Grundmuster zu sehen. Welche
Kompetenzen besitzt lvo schon? Welche Schwierigkeiten hat er?
m Bewerten Sie das Verhalten der Interviewerin. Was hétte sie lhrer Meinung nach
auf welche Weise besser machen kénnen, was hat sie gut gemacht? Wo liegen
eventuell die Hintergriinde ihres Verhaltens?

------------------------------------------------------------------------------------------------------

So, dann lies mir die mal noch vorl

18 plus Kastchen gleich 60. Muss ich erst mal
fanf da ... 50 dazurechnen, dann hab ich erst
mal 60. Dann muss ich aber noch von den, von
den 18 (Er zeigt auf die Zahl 18.) 8 abrechnen.
Hm.

Dann ware das dann, wenn ich die dazutue ....
Welche Zahl kommt denn da wohl rein? Ne,
noch mal. Ne, so geht das doch iiberhaupt
nicht. Mm. Mm. 18 plus Kastchen gleich 60.
Nein, noch mal. 8 (Er schaut die Interviewerin an.)
sind das dann doch. Weil ich doch nur ... Ne,
dann hab ich, wenn ich jetzt, erst mal 50 zu ...,
jetzt, jetzt erst mal fiinf ... Wenn ich jetzt erst
mal von den (Er zeigt bei der Zahl 18 auf die 1.) 50
zutue, ...

Hm.

... dann hab ich ja jetzt gleich dann 68.

Hm.

Also muss ich 8 wegtun.

Hm.

Also muss ich ... mm ... irgendwie die 8 abzie-
hen. ... Aber wie? (nach 15 Sekunden) Warte mal!
(nach 15 Sekunden) Hm? Hm? Warte mal! (nach
14 Sekunden) Da muss ich einfach nur 50 zuset-
zen.

Ja, dann haste 68, haste gesagt.

Ja, und minus 8 dann noch.

Hm.

Mm. (nach 11 Sekunden) Mm. (nach 13 Sekunden)
Mm. (nach 18 Sekunden) Mm. ... 5 dazusetzen,
sind 68. Minus 8 sind 8 dann nur noch. Nur
noch ... 58 hab” ich jetzt. Wenn ich jetzt 58 hier
zutue, .... Ne, 18 plus Kastchen gleich 607 Mm,
Mm. ... erst mal 50 dazu und dann die 8 erst
mal weg, dann hab ich ja jetzt 60.

Hm.

85 missste dann eigentlich (Er zeigt auf das leere
Késtchen.) hier hinkommen.

85?

(betont) 58 miissen da eigentlich reinkommen,
dann.

Ja, dann rechne mal, ob 18 plus 58 60 ist!
18 plus achtn..., ne! Da muss ich einfach nur 50
hinsetzen. Und die 8 muss ich ja auch noch

irgendwie mitnehmen. Mm.

Pass mal auf, gib mal den Stift! (ivo gibt ihr den
Stift.) So weit wie du jetzt bist, ne, dann heif3t
die Aufgabe, mm, dann heifit die Aufgabe ja
(Sie schreibt 18 + = 60 auf den Zettel.) 18 plus 50
gleich 60, ne? So, jetzt versuch mal, jetzt die
Zahlen so zu verdndern, dass 60 auch raus-
kommt.

Mm. Die Zahlen so verandern, dass 60 raus-
kommt.

Welche Zahl darfst du denn verdndern?
Eigentlich nur die, eigentlich nur die 18.

Ja? Die steht aber da!

Mm. In echt eigentlich nur die 50.

Ja. So, was musst du jetzt wohl machen?
Einfach nur die 8 wegnehmen.

Wovon?

Von den ... von den 58.

Von welchen 587

Ne, von den 18 einfach die 8 wegnehmen.
Mmh. Das kannst du nicht machen, die 18
steht da ja schon.

Aber darf ich ja nicht. Mm, Miissen 60 werden.
Puh. Mm.

Von welcher Zahl darfst du denn 8 wegneh-
men?

Eigentlich nur, wenn 58 da sténd.

Warum, wenn 58 da stand?

Weil von den ... Die 18 darf ich ja nicht veran-
dern.

Ne, und warum darfst du von der 50 keine 8
abziehen?

Mm. Darf ich doch.

Du hast gerade gesagt, von 58 nur.

Kann ich auch ... Mm. Die ganze 50 kann ich ja
verandern!

Hm.

Dann hab ich jetzt genau 50 minus 8, sind dann
... 50 minus 8 sind ... Ne, 50 ... Ja, 50 minus 8

muss ich dann rechnen. 50 minus 8, mm ... 50.

minus 8 sind wieder dann 48. Weil ich ja nun die
8 abziehe.

Hm. Wenn du von 50 8 abziehst, ist 487

Ne, da zieh ich ja 10 ab. Will aber nur 8 abrech-
nen ... Mm. Mm. Wenn ich 50 minus 8 rechne,

... Mm. 50 minus 8 ... Wenn ich 50 habe, das
sind dann ... Ne, das sind dann 42.

Hm. So, dann rechne mal fetzt die Probe mit
421

Wie die Probe?

Ja, wenn du 42 hier (Sie zeigt auf das leere Kést-
chen.) einsetzt, kommt da dann auch 60 raus?
Mm. Genau auf 607 ... ich einfach noch 20
dazutun, dann hab ich 60, Einfach noch 20
dazu.

Wozu?

... 50, Ne.

Du hast doch gesagt, 42 muss da hin.

Ja.

Ist denn 18 plus 42 sechzig?

Ne.

Nicht?

Ne. 18 plus 42 ...7 Doch, ne.

Ja?

18 plus 52.

Komm wir probieren das mal mit Steckwdir-
feln! (Sie legt 7 Zehnerstangen auf den Tisch.)
Mm. War besser,

18 plus 42.

18 muss ich mir erst mal rauspicken. So, das
sind 10 ... (Er legt sich 10 Steckwdirfel hin.) Und
das hier sind 8. (Er legt 18 Steckwdirfel an die obere
Tischkante.) Hab ich jetzt 18,

Hm.

Und dann soll ich jetzt davon 60 kriegen. (Er will
sich von den tibrigen 50 Steckwiirfeln 60 abzahlen.)
10, 20, 30, 40, 50. Hier fehlt noch ein Klotz,
ein Zehner. (Die Interviewerin gibt ihm noch eine
Zehnerstange.) Ein Zehner. So, jetzt hab ich 60,
Du solltest nur die Probe mal rechnen, ob das
stimmt, die 42!

Probe?

Ja, 18 plus 42 sollst du nur mal ausprobieren,
ob das 60 ist.

Wenn ich jetzt erst mal von den 4 fiinfzig zutue,
von den 40 einen Zehner ... Ja.

Ja? Dann ist gut. Wollste nicht noch eben
nachlegen und das probieren?

Mmh.

Nicht mehr? Brauchste nicht? Dann ist gut.
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D 9: Multiplikatives Rechnen zu Beginn des 2. Schuljahres

Aufgabe 1:

Aufgabe 2:

1.1

1.2

In Interviews wurden Schiilern zu Beginn des 2. Schuljahres vor der ,offiziellen*
Einfahrung der Multiplikation und Division Aufgaben mit multiplikativer Struktur
(Multiptikationsaufgaben, Aufteil- und Verteilaufgaben) gestellt. Die Kinder haben
diese fast vollstandig richtig gelost, die meisten von ihnen im Kopf, also ohne Ver-
wendung von Material. Eine Vielfalt von Losungsstrategien konnte beobachtet
werden. Eine kleine Auswabhl ist durch die nachfolgend abgedruckten Transkript-

ausschnitte von einem Interview mit julia repréisentiert.

Verschaffen Sie sich einen grandlichen Einblick, indem Sie
m Julias Rechenwege bzw. die mathematischen Beziehungen, die mit den Rechen-
-wegen in Verbindung gebracht werden kénnen, formal notieren (das kénnte fiir
Aufgabe 1.1 z.B. wie folgt aussehen: 4+4=8; 8+[ 1=10; 8+2=10; 2+[ 1=4;
10+2=12 oder 4+4+4=8+4=8+(2+2)=(8+2)+2=10+2=12),
m die unterscheidbaren Typen von Rechenwegen stichwortartig benennen (fir 1.1

beispielsweise , wiederholte Addition*),

m (berlegen, ob es noch andere Typen von Rechenwegen geben kénnte, die hier

nicht auftauchen,

m feststellen, bei welchen Aufgaben es sich um Aufteil- und bei welchen es sich um
Verteilaufgaben handelt, und untersuchen, ob eine Beziehung zwischen dem
Aufgabentyp und der Art des Rechenweges erkennbar ist.

Welche anderen Aufgabentypen (semantische Strukturen), welche anderen Aufga-
benkontexte zum multiplikativen Rechnen kénnen fiir ein solches Interview noch in

Frage kommen?

Der Peter, der geht 3-mal zum Schrank und
nimmt immer 4 Teller auf einmal. Wie viele
Teller hat er dann weggebracht?

(sofort) 12.

Oh, toll, wie hast du denn das so schnell raus-
gefunden, mmh?

Ich habe erst mal 4 plus 4 gerechnet und dann
2, das sind dann 10 und dann noch mal 2, das
sind dann 12.

Schén, ja.

Jetzt geht er 4-mal zum Schrank und er hat
insgesamt 8 Teller weggebracht und jedes
Mal gleich viele. Wie viele hat er dann jedes
Mal genommen? (] antwortet: ,4”; die Aufgaben-
stellung wird vom Interviewer nochmals wiederholt,
der dann 8 Klotze abzahlt und zu J hinschiebt.) Und
4-mal ist er zum Schrank gegangen und hat
Jjedes Mal gleich viele genommen. Wie viele
hat er dann jedes Mal genommen?

2.

Mmh, gut, und wie hast du das rausgefun-
den?

Ich habe erst mal 2 so ... (schiebt 2 Klatze von der
8er-Gruppe beiseite.) ... und dann noch mal 2 ...
(schiebt 2 weitere Klotze beiseite) ... und dann
noch mal 2 ... (schiebt 2 weitere Kigtze beiseite) ...
und dann noch mal hier ... (schiebt die letzten 2
Kibtze beiseite) ... habe ich immer, immer so 2
weggenommen ... {) formt die Ber-Gruppe zu
einem 2x4-Feld.)

Mmbh.

... und wenn dann hatte ich immer bei jedem 2 ...
Ja.

. und wenn das nicht 2 gewesen wiéren, dann ...
Mmh.

... hétte ich vielleicht so 3 gemacht (entfernt die
rechte Spalte des 2x4-Feldes und legt sie als Zer-
Reihe oben an das Feld an)

Mmbh, aber mit 2 hat es schon geklappt, ne?
Aber das ging nicht. (Es wird nicht deutlich, ob |
mit 3 probiert hat, oder ob sie einfach den Schluss
zieht, dass es mit 3 nicht gehen kann, wenn es mit 2

klappt.)

Also er nimmt jedes Mal 3 Teller ... und 15
hat er weggebracht. {J nickt.) Wie oft ist er
dafiir gegangen?

{J betrachtet ihre zu lockeren Fausten geformten
Hande; nach 25 Sekunden) 5-mal.

Mmh, toll. Und wie hast du das rausgefun-
den?

Ich habe erst mal von 15, &hm, 3 abgezogen,
dann sind das 12 und dann wieder bis 9 ...
Mmbh.

... das waren wieder 3, dann haben wir schon
mal 2 mal 3 ... (spreizt Daumen und Zeigefinger
der rechten Hand ab. Dann nimmt sie noch den Mit-
telfinger dazu.)

Mmh.

... und dann von der 9 ... (hat beide Hande vor
sich auf dem Tisch liegen und betrachtet sie.)
Mmh.

... habe ich noch mal ... 3 abgezogen, dann
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hatte ich 7, und dann, dann habe ich wieder 3,
dann hatte ich nur noch ... () spreizt Ringfinger
und kleinen Finger der rechten Hand ab. Es bleibt
offen, ob ) mit der rechten Hand die 7 demonstriert,
oder die drei Male, die sie die 3 schon abgezogen
hat. Die Unklarheit dieser Struktur konnte eine mg-
liche Ursache ihres Rechenfehlers sein).

Na, stimmt was nicht? () schittelt den Kopt.) Pass
mal auf, fang noch mal bei der 9 an. Wenn du
von der 9 drei abziehst, wie viele bleiben (ibrig?
6...

Ja, mmh.

... und dann wieder 3 und dann wieder 3.

Toll, das hast du schén gemacht.

Mit einem Fahrstuh! wollen jetzt 16 Leute auf
so einen Turm und in den Fahrstuhl passen
immer nur 4 Leute rein. Wie oft muss der
Fahrstuhl nach oben fahren?

4-mal.

Mmh, richtig, und wie hast du das rausge-
funden?

Erst mal habe ich 8 zusammengetan und dann
noch 8 ... (hlt die Hande mit den Handflachen
paraliel zueinander und deutet mit ihnen einmal
nach rechts und dann nach links auf den Tisch)
Mmh.

.. und dann habe ich die geteilt ... (halt die
Hande mit den Handfléchen parallel zueinander und
deutet mit ihnen direkt vor sich auf den Tisch)
Mmbh.

... das sind namlich 8 plus 8 sind 16 ... (halt die
Hande mit den Handfléchen parallel zueinander und
deutet mit ihnen einmal nach rechts und dann nach
links auf den Tisch)

Mmb.

.. und dann habe ich die geteilt ... (halt die
Hande mit den Handflachen paralle! zueinander und
deutet mit ihnen direkt vor sich auf den Tisch) ...
und dann hatte ich immer 4.

Mmh, prima.

So, und jetzt sind wir in einem anderen Turm
und in einem anderen Fahrstuhl. Da wollen
12 Leute hoch ... und der Fahrstuhl muss 4-
mal fahren, bis sie alle oben sind, und nimmt
jedes Mal gleich viele mit. Wie viele hat er
dann jedes Mal mitgenommen?

4 muss ... (hat beide Hande mit abgespreizten Fin-
gern auf dem Tisch liegen)

Also, 12 Leute sind es und 4-mal muss er fahren.
3.

Mmh. 3 nimmt er mit, mmh, und wie hast du
das rausgefunden?

Erst mal 6 plus 6, das sind 12, da habe ich erst
mal das gesucht, wie man das zusammentun
kann. Und dann hab ich iiberlegt, wie man die
teilen kann, und dann hatte ich 3 raus. (gestiku-
liert mit den Hénden)

Mmh, schén, du kannst ja toll rechnen. Das
ist ja schén.

Ja, also die Schokolade hat 4 Reihen und in
jeder Reihe 5 Stiicke. Wie viele Stiicke hat sie
dann?

20.

Oh, und wie weiBt du das?

Ich habe erst mal 2 zusammen 5 plus 5 gerech-
net ... (tippt mit Zeigefinger und Daumen der rech-
ten Hand auf den Tisch)

Mmh.

... und dann noch mal 5 plus 5... (tippt mit Zei-
gefinger und Daumen der rechten Hand auf eine
andere Stelle des Tisches)

... dann haben wir 2-mal 10 ... (tippt mit den Zei-
gefingern beider Hande auf den Tisch)

Mmb.

... und dann noch mal die beiden Zehner zusam-
men ...

Mmbh.

... dann habe ich, haben wir 20.

Ja, schén, so.

So, und jetzt wird es ein bisschen anders. Die
Tafel Schokolade hat 3 Reihen und insgesamt
18 Stiicke. Wie viele Stiicke sind in jeder
Reihe? Du darfst auch die Klétze nehmen,
wenn du willst.

() z&hit einzeln 18 Kldtze ab und bildet nacheinander
drei 6er-Gruppen.) 3.

Was?

Ahm, 6.

6 in jeder Reihe. Wie bist du da gerade drauf
gekommen, dass es 6 sind?

Ahm, weil 5 habe ich erst mal im Kopf gerech-
net, das ging nicht. Da habe ich dberall noch
einen dazugetan, dann hatte ich 6.

Aba, schén, ja.

So, und jetzt haben wir wieder eine andere
Tafel Schokolade, die hat in jeder Reihe 4
Stiicke, und insgesamt sind es 12 Stiicke. Wie
viele Reihen hat sie dann?

() hat beide Hande mit abgespreizten Fingern auf
dem Tisch liegen) 4 Reihen? 4 Reihen, ne?

4 Reih ..., nein, nein, also, in jeder Reihe hat sie
4 Stiicke und insgesamt sind es 12 Stticke. Jetzt
méchte ich wissen, wie viele Reihen das sind.
(nach 10 Sekunden) Sind 3.

Mmbh, und wie hast du das rausgefunden?
Erst mal 8 und dann, das sind die, dhm, ahm, da
kann man das teilen, und dann haben wir ein-
mal 4, und dann geht das ja noch weiter 2 bis
10 und dann noch mal 2 bis 12. Und dann
haben wir noch mal 4, und dann sind das 3.
(] gestikuliert mit den Handen. Dabei zeigt sie auf
verschiedene Stellen des Tisches.)

Sehr schén.
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D 10: Informelle Vorgehensweisen bei einer Verteilaufgabe

Im Januar - also bevor im Unterricht die Multiplikation und die Division thematisiert worden waren — bearbeiteten 21 Kinder
eines zweiten Schuljahres die folgende Aufgabenstellung: ,,In einer Tite sind 24 Bonbons. 3 Kinder teilen sich die Bonbons. *

Die Kinder wurden gebeten schriftlich niederzulegen, wie sie das Ergebnis ermittelten.

Versuchen Sie die einzelnen Vorgehensweisen und die zugrunde liegenden Denkwege zu verstehen! Teilweise sind die
Rechenwege nicht ohne weitere Erlauterungen vollstindig zu erklaren. Das sollte Sie jedoch zunichst einmal nicht entmuti-
gen, denn auch im Unterricht werden Sie bisweilen vor vergleichbare Situationen gestellt.
Wie kénnte man die einzelnen Vorgehensweisen ordnen?

Welche Konsequenzen ziehen Sie aus der Analyse der einzelnen Dokumente?
Eine Aufteilaufgabe mit denselben Zahlenwerten kénnte lauten: ,In einer Turnhalle sind 24 Kinder. Es sollen immer drei
Kinder in eine Gruppe. " Geben Sie unterschiedliche Rechenwege an, die Zweitklassler vor der Behandlung des multiplika-

tiven Rechnens bei dieser Aufgabe wahlen kénnten!
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D 11: Langfristige Lernprozesse beim multiplikativen Rechnen

In mehrwochigem Abstand wurden wahrend der zweiten
Halfte des 2. Schuljahres in funf Einzelinterviews mit Achim
(links) und Marc-André (rechts) deren Lésungswege zu der
kontextfrei dargebotenen Aufgabe 8-9 sowie zu der Textauf-
gabe , In einer Tiite sind 24 Bonbons. Drei Kinder teilen sich
die Bonbons" erhoben.

m Die Aufgabe 8-9 wurde im ersten Interview nicht gestellt,
das vor der Behandlung des multiplikativen Rechnens
gefuihrt wurde. Welche Grinde kénnte es dafiir gegeben

haben?

58

m Versuchen Sie die Vorgehensweisen der Schiiler zu verste-
hen. Welche Denkwege erscheinen lhnen offensichtlich,

welche mehrdeutig, welche undurchsichtig?

m Gibt es Parallelen in der Entwicklung bei der Multiplikation

und der Division?

m Welche Lernerfolge bzw. Rickschritte lassen sich im Ver-
lauf der Entwicklung verzeichnen? Schreiben Sie in der Du-
Form fiir eines der beiden Kinder einen Bericht, aus dem
die Kompetenzen und Lernfortschritte, aber auch die noch
verbesserungswirdigen Aspekte hervorgehen!
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Eine produktive Ubungsform zur Addition sowie zum Einmaleins besteht darin, die
folgenden Aufgabenserien zu bearbeiten (1+2+3=,2+3+4=,3+4+5=, usw,;

sowie 3-2=,3:3=,3-4=, usw.).

m Rechnen Sie die vorgegebenen Aufgaben aus und setzen Sie beide Serien fort.
Was féllt Ihnen auf? Begriinden Sie die Auffalligkeiten auf verschiedene Arten, u.
a. so, wie Zweitkldssler es threr Meinung nach tun wiirden.

m Analysieren Sie die folgenden Antworten, die Zweitkldssler auf die Frage gaben,
was ihnen auffiele. Inwieweit decken sich deren Beobachtungen und Begriin-

dungen mit den lhren?
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m Addieren Sie 2, 4, 5, 6, 7, ... aufeinander folgende Summanden und schreiben
Sie jeweils auch eine passende Malaufgabe hinzu. Was fallt [hnen auf? Kénnen

Sie es begriinden?

m Versuchen Sie nun alle Zahlen von 1 bis 30 (auf moglichst viele Weisen) als
Summe aufeinanderfolgender Zahlen darzustellien. Beschreiben und begriinden

Sie, was lhnen auffillt.

m Kénnen Sie die Zahl 100 (1000) als Summe aufeinander folgender Zahlen aus-
driicken? Wenn nein, warum nicht? Wenn ja, finden Sie weitere (alle) Mdglich-

keiten!
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D 13: Miindliche Division: Lina und Sebastian

1. Lina

Lina wurde in einem Interview zu Beginn des 3.
Schuljahres die kontextfrei dargebotene Aufgabe
60:4 gestellt. |hr Lésungsansatz bestand zunichst
darin, eine Zahl zu suchen, deren Vierfaches 60 er-
gibt: Sie begann mit 20, probierte es dann mit 18 und
21 und versuchte es anschlieBend mit 16. An dieser
Stelle setzt der folgende Gesprachsausschnitt ein.

m Uberlegen Sie sich zunachst selbst verschiedene
Wege, um das Ergebnis von 60:4 zu ermitteln!
Beschreiben Sie dann die Denkstrategien von
Lina bzw. der Interviewerin!

Woran kénnte es liegen, dass beide aneinander
vorbeireden?

Formulieren Sie jeweils eine Textaufgabe mit Auf-
teil- bzw. Verteilstruktur, die zu dem Zahlensatz
60:4 passt! Geben Sie mogliche Losungswege
von Drittkldsslern (zu Beginn des Schuljahres) an!

Ahm, 16 mal ... &h, 16 mal 4 ist ... 4 Zehner sind erst mal
wieder 40, dann 46 und plus 4 ... 50 ... 52 plus 6 sind 58 ...
passt auch nicht.

Wieso hast denn du gerade plus 6 gesagt?

Was, wo?

Du hast gerade plus 6 gesagt. 52 plus 6 sind 58.

Ja. :

Wieso 62

Weil ich da noch einmal ... ich hatte ja 16 mal 4 gerechnet.
Da musste ich noch eine 6 dazurechnen. Weil ich erst die
ganzen vier Zehner gemacht habe und dann die Sechser.
Aber wenn du 16 mal 4 rechnest, sind es ja nicht 4 Sechser,
sondern 6 Vierer, ne, die du dazurechnen musst. Aber du
weillt ja, dass zehnmal 4 vierzig ist, hast du eben gesagt, ne?
Ja.

Und wievielmal 4 sind 207 (Lina (iberlegt, lacht) Hilft dir das
vielleicht?

Wievielmal 4 Zehner oder ... ?

Zehnmal 4 sind 40.

Ja.

Und wie viel fehlen dann noch bis 60?

20,

Und wievielmal 4 sind 20?

Was? Wievielmal 4 sind 20? (leise) 8 ... 12 ... 16 ... 20. (laut)
Ah, jetzt hab ich nicht mitgezahlt, ich Doofi, hm, mal eben
zahlen. Also 4, 8, 12, 16, 20 (z&hlt mit den Fingern die einzel-
nen Vierer mit} ... 5.

Hm, und wenn du jetzt weillt, dass zehnmal 4 vierzig sind
und fiinfmal 4 zwanzig ist?

(nach 24 Sekunden,unsicher) 5? Nee ... oder doch ... (nach 25
Sekunden)

Die 4 passt zehnmal in die 40 und fiinfmal in die 20 ...
zehnmal in die 40 und finfmal in die 20. Und 40 und 20
ist ja 60. Wie oft passt sie dann in die 60?

Die 4 ...

Wenn sie zehnmal in die 40 passt und dann noch fiinfmal
dazu ...

15.

15, ne,

Hm.
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2. Sebastian

Ebenfalls zu Beginn des 3. Schuljahres wurde Seba-
stian folgende Aufgabe vorgelegt: ,Mark kauft
Luftballons fiir seinen Geburtstag. Er kauft 4
Packungen und in jeder sind gleich viele Luftbal-
lons. Insgesamt hat er 52 Stiick. Wie viele sind in
jeder Packung?"

52 ... {flistert) Wie viele Packungen kauft er ... (nach 20
Sekunden) 13.

Woher weiit du das denn so schnell?

Ich hab erst gedacht 10, da waren’s 40, und dann hab ich
noch mal ... jetzt, wie hab ich’s weitergemacht ... hab ich
noch mal 4, glaube ich, dann waren’s 44, dann noch mal 4,
dann waren’s 48, und dann noch mal ... hi?

Hm, kénnte ja sein. ... Hast du dir immer (berlegt ...
hast du angefangen, wenn 10 in einer Packung wéren,
wdren’s 40 oder so?

Hm.

Und dann hast du immer noch mal einen dazu getan
oder so.

Hm, glaub so.

Und dann kamst du auf 13.

Hm.

Eine andere Aufgabe lautete: , Auf einem See sind
200 Leute mit einem Ruderboot unterwegs. Insge-
samt sind auf dem See 40 Ruderboote und in
jedem sind gleich viele Leute. Wie viele sind in je-
dem Boot?" Nach etwa vier Minuten gab Sebasti-
an seine Lésung an:

Woher weifit du das denn?

Ah ... ich hab ... irgendwie ... ah ... ich hab erst mal ... nee,
weill ich nicht.

WeiBt du gar nicht mehr, was du dberlegt hast?

Den Anfang ... ich hab ... ich hab erst mal ... wie viele Boote
waren das jetzt ...

40 Boote.

Ich hab erst mal 40 und dann noch mal die 40, das waren 80
dann, und noch mal 40, das waren 120, da hatte ich schon

~3-mal ... da habe ich auch immer gezahlt, wie oft ich die 40

nehme, und dann hatte ich viermal die 40 genommen ... und
funfmal, und dann kam ich auf 200,

m Entscheiden Sie fir die beiden Aufgaben, ob es
sich jeweils um eine Verteil- oder eine Aufteil-
aufgabe handelt! Begriinden Sie Ihre Entschei-
dung!

Wodurch  unterscheiden sich die beiden
Losungswege, die Sebastian verbal angibt?
Notieren Sie die Rechenwege zur Erkldrung
auch symbolisch-formal!

Welche weiteren Losungswege zu den beiden
Aufgaben sind denkbar?
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D 14: Mindliche Division: Annika rechnet 60:4
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Zu Beginn des 3. Schuljahres wurde Annika im Rahmen eines Interviews die formal

dargebotene Aufgabe 60:4 gestelit.

m Versuchen Sie Annikas Denkwege méglichst gut zu verstehen! Welche AuBerun-
gen sind — an ErwachsenenmaBstdben gemessen — falsch, aber dennoch Ihrer
Meinung nach von verniinftigen Uberlegungen geleitet, welche kénnen Sie nicht
verstehen?

m An welchen Stellen werden Missverstandnisse zwischen Annika und der Inter-
viewerin offensichtlich? Was mégen die Hintergrlinde fir die unterschiedlichen
Deutungen sein?

Weilt du, wie viel 60 durch 4 ist?

60 durch 4 ... (A Uberlegt, murmelt unverstandlich vor sich hin. Dann schreibt sie eine 12 auf das Papier; nach 1 Minute) 13.

137 Wie bist du denn darauf gekommen?

Ich hab erst 8 durch 4 gerechnet, das waren 12, und dann hab ich die Reste davon, das war bei jedem 2, und dann hab ...
und das waren dann wieder 12, und dann hab ich ...

Also, ich muss jetzt gleich mal dich unterbrechen. Du hast némlich gesagt, 8 durch 4 ist 12. (A iberlegt kurz.)

Ah, ich meine 8 durch 60.

8 durch 60 ... geht das?

«. 2 mal 4 sind 8, ...

(i nickt.)

und das hab ich immer, hab ich auf jeden Fall 6-mal die 8 da, und dann bleiben nur ... und dann muss ich das doppelt
rechnen, die 4 ... dann sind’s bei 8 ... halt sozusagen (A schreibt eine 4.) ... nee, 2 ... (streicht die 4 wieder durch und schreibt;
2+4=28)Dann 8, das hab ich dann &fter gerechnet ...

Hm, und wie weit bist du da gekommen?

Da hab ich gerechnet ... (schreibt und sagt) 6 -8=6.

6 mal 8 gleich 67

Nein, aber ... eher gesagt ... da hab ich (streicht 6+8=6 durch.) ... geht schwer ... da hab ich eher gesagt so gemacht, hab
ich 6-mal die 8 gerechnet, und dann hab ich davon die 4, da waren 12 iibrig, daraus hab ich dann noch mal 8 gemacht und
2 waren dann dbrig, dann hab ich 13-mal 4 gehabt.

Hm, aber, 8hm ... 6 mal 8, wie viel ist denn 6 mal 8 ... wo bist du denn dann, wenn du 6 mal 8 hast? (A Uberlegt.)
Das musst du ja schon wissen, wenn du so rechnest ... oder das musst du rauskriegen kénnen ...

Hab ich aber dabei nicht ... gleich weitergerechnet.

Hast du gar nicht? Aber dann weilt du ja gar nicht, wie viel noch fehlt bis 60.

Da hab ich ... das war mir klar eigentlich, aber ... das hab ich eigentlich nicht gemacht ...

Also, wenn du 6 ... du hast gerechnet 6 mal 8, und dann weillt du ja auch, wievielmal 4 du hast, ne, so hab ich das
verstanden (zeigt auf das Geschriebene.), dass du erst 2 mal 4 ist 8, und dann hast du immer gleich die 8 ... mit 8
weitergerechnet, ne.

Dann hab ich 6-mal, also die 8 so oft es geht in die 60 reingetan. (I stimmt zu.). Und dann hab ich aus den Resten das noch
mal gemacht.

Hm, aber du solltest das vielleicht noch mal machen, denn irgendwo hast du welche vergessen.

In Durch bin ich ja auch nicht ganz grad die Beste ...

Nicht? Aber du hast das ja auch jetzt schon gar nicht mit Durch gemacht. Du hast das ja mit Mal gemacht. (nach 20
Sekunden) Was tiberlegst du jetzt?

Also, ich rechne jetzt weiter ... sozusagen ... ich rechne jetzt mit ... 6 mal 10 sind 60 ... das wei ich ja... (schreibt und sagt
dazu) 6 mal 10 sind 60. Und dann noch ... und bei 8, da fehlen ja immer 2, und dann musste ich ... dann hab ich das
abgezogen, also die 2 von jedem Zehner...

Hm, und das sind zusammen ...?

Dann hab ich rausgekriegt, dass es ... 12 ... und dann waren’s 12, ja, dann 12 ... (sagt und schreibt) 12-8 = ..,

Wieso 12 minus 87

Weil in der 12 stecken dann ja noch mal die 8 drin.

Ah, ja.

Und das waren 4 (A schreibt eine 4.) ... nee ... (A (berlegt.)

12 minus 8...

4 natiirlich. Hab ich eben durchgestrichen. ...

(A schreibt wieder eine 4 hin.) Und dann hatte ich noch eine 4 (ibrig und ... 4 iibrig hatte ich ... und natirlich waren's dann
14 mal die 8, also 14 mal 4, weil ja die Z ... weil 2 mal 8 4 sind und dann sozusagen (A schreibt und sagt dazu) 8-4 =4,
Und dann hab ich das so auseinandergerechnet, und dann waren's 14.
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D 15: Miindliche Division: Verschiedene Rechenwege bei der Aufgabe 200:40

Bevor das multiplikative Rechnen jenseits der Zahlensétze des kleinen Einmaleins im

Unterricht behandelt worden war, wurden Drittkldsslern in Interviews entsprechen-

de Aufgaben gestellt, unter anderem die folgende: , Auf einem See sind 200 Leute

mit dem Ruderboot unterwegs. Insgesamt sind 40 Ruderboote auf dem See und in

jedem sind gleich viele Personen. Wie viele Personen sind in jedem Boot?".

m Bevor Sie die Transkripte analysieren, sollten sie zundchst maéglichst viele ver-
schiedene Lésungswege fir diese Aufgabe finden!

m Notieren Sie dann die von den Schilern entwickelten Rechenwege in symboli-
scher Darstellungsform! Inwieweit stimmen sie mit den von Ihnen gefundenen

Uberein?

m Suchen Sie nach Indizien dafiir, dass sich die einzelnen Schiller beim Rechnen an
einer Aufteilvorstellung bzw. an einer Verteilvorstellung orientiert haben! Geben
Sie des weiteren Textstellen an, die darauf hindeuten, dass das jeweilige Kind
kontextbeeinflusst bzw. kontextunabhingig denkt!

1. Andrea

{nach 40 Sekunden) 5.

Woher weillt du das?

5 mal 4 sind 20 ... und dann ... und also, 4 mal
5 sind 20 und 4 mal ... nee, 5 mal 40 sind dann
20.

200.

Ah, 200, ja.

2. Britta

(nach 3 Minuten, 5 Sekunden) 507

Woher weifit du das?

Ich hab... 20 geteilt durch ... 20 geteilt durch 4,
und das waren 5, dann hab ich noch ‘ne Null
drangehéngt.

Hm ... also, wenn’s 40 Boote sind und in
jedem 50 Leute, ne, das war jetzt das, was du
rausbekommen hast (B nickt zaghaft.) ... Wie
viele Leute wdren denn das dann wohl
zusammen? 40 Boote und 50 Leute?

Das waren viel zu viel.

(nach 1 Minute, 5 Sekunden) Hast du noch eine
Idee, wie du’s machen kénntest? ... Aber
also, wenn’s 40 Boote sind, und 50 sitzen in
jedem, waéren's 40 mal 50 Leute, ne, das
wdren ja zu viel. Kannst du ja vielleicht mal
gucken, wie's wére, wenn weniger drinsitzen
wiirden.

{nach 1 Minute, 5 Sekunden) 25?

Hm, wie hast du das jetzt gemacht?

Die Héifte von fiinf ... von 50.

Hm, wie wére denn dann die Malaufgabe?
Wenn's 40 Boote sind, und in jedem sitzen
25, sind das dann wohl 2007 (nach 35 Sekun-
den) Oder méchtest du die Néachste lieber?
{sofort) Ja.

3. Julia

62

(nach 2 Minuten} 5.

5? Woher weilst du das?

Ich hab ... &hm ... 40 und 40 sind 80, und da
kommen immer 2 also erst mal in ein Boot, und

dann noch mal 40 sind noch mal ... einen dazu,
das sind dann 120, dann sind 3 in einem Boot,
und dann noch mal 40 dazu, sind ... sind 160,
und dann, das sind dann 4 Leute in einem, und
dann noch mal 40 sind 200, und dann sind 5
Leute drin. .

(leise) 20 durch ... ah, 200 durch 40 ... ah,
schwierige Aufgabe ... (nach etwa 40 Sekunden)
5.

5. Wieso?

Weil, also letztes Mal hatten wir ja auch was mit
600 und 30, das ist ungefahr das Gleiche ... ah,
300 und 60...

Wie, das ist ungeféhr das Gleiche?

Ja, weil das auch 20 und 40, das ist auch wieder
das ... 20 ist die Halfte von 40, das ...

Ja, aber 20 ist die Hélfte von 40, und wie hast
du das dann genau gerechnet?

Ich hab's wieder so gerechnet wie bei den
300 ...

Ja, das weils ich ja jetzt gar nicht mehr so,
ne ...

Ahm, ich hab erst also 20 genommen, 200
durch 20, das war 10, und durch 40, das ist ja
das Doppelte, das muss ja dann 5 sein.

(nach etwa 4 Minuten) 5.

Woher weillt du das denn?

Ich hab erstmal ... nee, weiB ich nicht.

Weilt du gar nicht mehr, was du dberlegt
hast?

Ich hab erst mal 40 und dann noch mal die 40,
das waren 80 dann, und noch mal 40, das
waren 120, da hatte ich schon 3 mal ... da habe
ich auch immer gezahlt, wie oft ich die 40
nehme, und dann hatte ich 4-mal die 40
genommen ... und 5-mal, und dann kam ich auf
200.
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D 16: Miindliche Division: Janas Losungswege zu 60:12

1. INTERVIEW
(9. Dezember)

2. INTERVIEW
(13. Januar)

3. INTERVIEW
(3. Februar)

Jana rechnete in drei aufeinander folgenden Interviews drei Aufgaben, die alle zu

derselben Divisionsaufgabe (60:12) fihren.

m Beschreiben Sie zunéchst die Unterschiede in den Aufgabenstellungen und for-
mulieren Sie flr 75:15 drei entsprechende Aufgaben. Verwenden Sie hierbei
andere Kontexte!

m Beschreiben Sie die drei Losungswege, die Jana wéhlt!

m Uberlegen Sie, woran es liegen konnte, dass dasselbe Kind , dieselbe” Aufgabe
jedes Mal anders rechnet! Warum scheint die 2. Aufgabe fiir Jana besonders
schwierig zu sein?

Wie viel ist 60 durch 12?

{filistert) 1 mal 12 ... 12, 2 mal 12 ... 24, 3 mal 12 ... 36, 4 mal 12 ... 48, 5 mal 12 ... 807 (schaut
zu {) Nee, 5 mal 12 (laut) 6 mal 127

6-mal 12?

Ah, ich meine 5 mal 12,

5-mal. Du hast immer 12 plus 12 gerechnet, ne? (| nickt.) Habe ich ja gehért.

----------------------------------------------------------------------

In einer Schule werden 12 Tische fir eine Weihnachtsfeier gedeckt. Thomas verteilt 60 Kerzen
auf die 12 Tische, so dass auf jedem Tisch gleich viele Kerzen stehen. Wie viele Kerzen stellt er
auf jeden Tisch?

{nach 2 Minuten) 62

Woher weilSt du das?

Ich hab bei diesen Tischen geguckt, und da hab ich immer zwei auf einen erst mal und dann ... das
waren dann insgesamt 10 ... dann hab ich erst mal insgesamt ... nein, keine 10 Kerzen ...

Du hast dir hier die 12 Tische ausgesucht und hast auf jeden 2 Kerzen gestellt. Wie viel hattest
du dann insgesamt schon, wie viele Kerzen?

() Uiberlegt, wobei sich ihre Finger bewegen, als ob sie die Zweierschritte z3hlt.) 40.

Wenn auf jedem Tisch 4 stehen, oder? Dann hast du 407 () nickt und Gberlegt weiter.) Also, wenn’s
12 Tische sind und auf jedem stehen erst mal 2, wie viele sind’s dann insgesamt?

24,

Hm, und dann stelist du noch mal 2 dazu ...

48,

Und dann? Was machst du dann ... oder ... was hast du dann gemacht?

Ich hab mich verrechnet eben.

Wie viele sind’s denn? ... Uberlegst du noch, oder?

(J signalisiert, dass sie Gberlegt.) 5 Kerzen auf jedem Tisch?

Und wie hast du das jetzt gemacht?

Ich hab von den 48 weitergezahlt. (| nickt) Dann hab ich immer gemacht ... zwei, vier, sechs, acht,
zehn und so weiter, aber das ging nicht, und dann hab ich das mit Einern gemacht.

In einem Restaurant werden Tische gedeckt. Der Kellner verteilt 60 Teller und auf jeden Tisch
stellt er 12 Teller. Wie viele Tische sind es? ... Er verteilt 60 Teller, ne, und auf jeden Tisch 12.
{nach 50 Sekunden} 5.

Hm, woher weif§t du das?

Ich hab erst ... 50 durch immer Zehner aufgeteilt, und dann hab ich jedem 2 von den letzten Zeh-
nern dazugegeben,

Hm, und dann kamst du grad auf 60. () nickt.)
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D 17: Informelle Rechenstrategien zur Subtraktion im Tausenderraum

Vor der Behandlung der Subtraktion im Tausenderraum wurde Drittkldsslern die folgende Aufgabe gestellt: , /m Kino kénnen

216 Personen sitzen. Es sind schon 148 da.“ Die insgesamt 27 Schiiler sollten ihre Vorgehensweise mit Hilfe des sog. Rechen-

strichs entwickeln bzw. darstellen. Dabei handelt es sich um einen leeren Zahlenstrahl, auf dem die Kinder ihre Rechenschritte

durch die Angabe der Sprungweite bzw. von (Zwischen-)Ergebnissen festhalten kénnen.

m Notieren Sie zundchst moglichst viele verschiedene Rechenwege, um die o. a. Aufgabe zu l6sen!

m Analysieren Sie nun die Schiilerdokumente: Welche Rechenwege wahlten die Schiiler?

® Ordnen Sie die Lésungen: Welche Vorgehensweisen passen zusammen? Erfinden Sie jeweils eine Uberschrift fir zusam-
mengehorige Rechenwege! Inwieweit stimmen die unterschiedlichen Rechenwege mit den von Ihnen gefundenen iiberein?
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D 18: Informelle Strategien zur Addition zu Beginn des 3. Schuljahres

Die abgedruckten Schilerdokumente geben Rechenwege von Drittklasslern wieder, die ihre Punktzahlen in den drei (vier)
Disziplinen der Bundesjugendspiele addierten, bevor die Addition im Tausenderraum thematisiert wurde. Die Punktzahlen sind
bei Annika, Sebastian P., Julia und Tim ersichtlich; die Punktzahlen der anderen Kinder sind: Andrea: 281, 372, 266, 432;

Britta: 342, 388, 354, 458, Florian: 297, 296, 170, 93; Sebastian K.: 182, 270, 195, 331.

m Welche Rechenwege wihlen die einzelnen Schtiler?

m Wo liegen ,Fehler” vor? Kénnen Sie einen rationalen Kern in den ,, Fehllésungen” entdecken?

m Welche Rechenschritte machen fiir Sie keinen Sinn?

m Wo entdecken Sie innerhalb der Rechnungen Verkiirzungen?

m Wie strukturieren sich die Kinder ihr Blatt?
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D 19: Dennis und Sebastian bearbeiten , Kapitiansaufgaben”

66

In Interviews wurden Drittkldsslern die folgenden Aufgaben vorgelegt.

(1) Michael ist 8 Jahre alt. Seine Mutter ist 26 Jahre &lter als Michael. Wie alt ist sie?

(2) Anke ist 12 Jahre alt. Ankes Mutter ist dreimal so alt. Wie alt ist die Mutter?

(3) Ein Hirte hat 19 Schafe und 13 Ziegen. Wie alt ist der Hirte?

(4) Ein 27 Jahre alter Hirte hat 25 Schafe und 10 Ziegen. Wie alt ist der Hirte?

(5) In einer Klasse sind 13 Jungen und 15 Méidchen. Wie alt ist die Lehrerin?

(6) Ein Bienenziichter hat 5 Bienenkérbe mit jeweils 80 Bienen. Wie alt ist der
Bienenzlichter?

Das unten abgedruckte Transkript setzt ein, als Dennis und Sebastian gerade die

vierte Aufgabe gel6st haben.

m Gliedern Sie das Transkript in Sinnabschnitte und versehen Sie diese mit prag-
nanten Zwischeniiberschriften!

m Beschreiben Sie, was Dennis und Sebastian wohl denken, und geben Sie Belege
fir Ihre Deutungen!

m Versetzen Sie sich auch in die Gedankenwelt der Interviewerin: Was denkt sie
vermutlich im Verlauf des Interviews? Mit welchen Mitteln versucht sie die
Schuiler auf die ,richtige” Spur zu bringen? Inwieweit hat sie damit Erfolg?

1 1: Habt Ihr beide was? ... Und mal die Rechnung? Sagst du's mal, Sebastian?
Was hast du gerechnet?

2 S 27 plus 25 plus 10.
3 11 Und du? {zu Dennis)
4 D: Ich hab 27 minus, &h, plus 25, minus 10.
5 I Minus 107 (erstaunt)
6 D: Jal
7 I: Das musst du mir jetzt mal erkldren.
8 D: Ich hab einfach nur so gedacht.
9 It Ach, héttest du jetzt auch minus 27 schreiben kénnen?
10 D: Nel
11 1 Warum nicht?
12 D: Ja, weil das ja, das geht nicht, weil das ja hier 25 sind, da kann man nicht minus 27
rechnen.
13 I Mhm, und deshalb hast du jetzt minus 10 gerechnet?
14 D: Jal
15 I Wenn du dir die Aufgabe einmal durchliest. Lies mir noch mal den ersten Teil vor.
16 D: Ein 27 Jahre alter Hirte.
17 11 Und du? (zu Sebastian)
18 S: Ein 27 Jahre alter Hirte.
19 I: Und wie heiit die Frage, ganz kurz noch? Lies mal die Frage vor.
20 S: 25 Schafe,
21 I: Ne hier fingt die an!
22 S: Wie alt ist der Hirte?
23 I: F&llt euch da was auf? ... Denkt noch mal an den ersten Teil!
24 S Mh, ich weiB es. Ein 27 Jahre alter Hirte, da muss man die 25 noch dazuzéhlen, und die 10
Ziegen, die faufen ja nicht weg!
25 ;' Die laufen nicht weg?
26 D: Ne, hab ich ja geschrieben!
27 ;. Und was musst du da rechnen?
28 S 27 plus 25 plus die 10.
29 1. Weil die Ziegen nicht weglaufen?
30 S Ja.
31 1: Und was meinst du? (zu Dennis)
32 D: Die laufen weg! (lacheind)
33 | Beidir laufen sie weg, ne! ...
34 D: Der passt da nicht drauf auf!
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36
37

38
39

40
41
42
43
4
45
46
47
48
49
50
51

52
53
54
55
56
57
58
59
60
61

62
63
64
65

66
67
68
69
70
71

Ja, das stimmt. Pass auf, jetzt machen wir das noch einmal. ... Liest du mal hier die
Frage vor, Sebastian?

Wie alt ist der Hirte?

Liest du den ersten Teil mal vor? (zu Dennis; deckt bis auf die ersten Worte den Text mit der
Hand ab)

Ein 27 Jahre alter Hirte.

Fallt euch da gar nichts auf, sonst, wenn man die Schafe und die Ziegen einfach mal
wegldsst? ... Was heil3t das denn bis hier hin, dieser Satz?

Dass der Hirte 27 Jahre alt ist.

Und wie heifit die Frage?

. Hier die?

Da ist die Frage.

Wie alt ist der Hirte? Das ist vielleicht gelogen?

Das ist vielleicht gelogen.

Der ist vielleicht 27 Jahre.

Und wie kommst du jetzt darauf?

Vielleicht zéhlt der Satz nicht mit!

Mhm (zustimmend) ... Was meinst du, Dennis?

Vielleicht z&hlt der Satz doch mit, oder auch nicht, WeiB ja nicht.

Aber das ist schon gar nicht schlecht, was der Sebastian gesagt hat ... Was wiirdest du
dann fir eine Antwort schreiben? Wenn du jetzt antworten miisstest , Wie alt ist der
Hirte™? '

27.

Und warum jetzt 277

Weil vielleicht der erste Satz nicht mitzahit.

Ja, und in dem ersten Satz, was steht da drin?

Ein 27 Jahre alter Hirte ...

Ja, und was ist das?

... hat 25 Schafe,

Ja, das ist aber die Antwort dann schon auf die Frage, ne?

Der Satz zahlt nicht mit!

Genau, der zéhlt nicht mit. Ist gar nicht so schwer, da brauchte man gar nicht bei zu
rechnen, bei dieser Aufgabe, wenn man sich das gut durchgelesen hat ... Hast du's
auch verstanden? (zu Dennis)

Nel

Kannst du ihm das noch mal erkldren?

Der Satz zahlt nicht mit, Dennis.

Lies dir das noch mal so durch, den ersten Teil, bis hierhin, den du gerade so
vorgelesen hast!

: Ein 27 Jahre alter Hirte.

Was heift das?

Ja, dass er halt 27 Jahre alt ist.

Ja, und die Frage ist: ,Wie alt ist der Hirte?”. Hast du es verstanden?

Ja, aber das steht ja da oben schon.

Ja, und steht nur noch dabei, dass der Hirte 25 Schafe und 10 Ziegen hat. Die kann er
doch trotzdem haben, auch wenn er 27 Jahre alt ist, oder nicht?

{zuckt mit den Schultern)

Weift du nicht?
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D 20: Zahlenketten — Vorgehensweisen von Drittkldsslern

Eine Zahlenkette wird wie folgt gebildet: Man wahle zwei Startzahlen, schreibe sie
nebeneinander hin und notiere rechts daneben deren Summe. Daneben vermerke
man die Summe aus der 2. und der 3. Zahl als 4. Zahl. Zum Schluss addiere man die
3. und die 4. Zahl und schreibe das Ergebnis als Zielzah/ rechts daneben, also z.B.

2 10

12

22

34

oder

8 4

16

28.

1. Arbeiten Sie das Problem zunichst selbst griindlich durch, indem Sie sich mit den

folgenden Problemstellungen befassen.

m Wie wirkt sich eine Vertauschung der beiden Startzahlen aus?
m Welche Zielzahl erhalt man, wenn beide Startzahlen gleich sind?
m Wie dndert sich die Zielzahl, wenn man beide Startzahlen um 1, 2, 3, ... erhoht

(vermindert)?

m Wie viele verschiedene Startzahl-Parchen gibt es, die zur Zielzahl 100 fiihren?
s Kann man jede beliebige positive Zielzahl erreichen?

2. Versuchen Sie dann die Vorgehensweisen der Drittklassler zu verstehen! Wo liegt

threr Meinung nach bloBes ,, Versuch-Irrtum*-Denken vor, wo strategisches Vor-
gehen? Begrinden Sie lhre Einschdtzung!

3. Ubertragen Sie die oben angefiihrten Fragestellungen von Flnferketten auf sol-

che mit 4, 6, 7, ... n Gliedern! Verwenden Sie ggf. auch andere Zielzahlen als
100!
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D 21: Zum Rechnen mit Nummern

Mit Kindern eines dritten Schuljahres wurden Interviews durchgefithrt, die Aufgaben mit Nummern ent-
hielten: Nummern der Tage eines Monats, Seitenzahlen eines Buches usw. Die folgenden Aufgaben sol-
len thnen Gelegenheit geben, einige Besonderheiten dieser Aufgaben sowie der Reaktionen von Kindern
darauf naher kennen zu lernen.

Aufgabe 1 Die 3. Aufgabe des Interviews lautete wie folgt: , In diesem Schuljahr haben unsere Herbstferien am
4. Oktober angefangen. Das war der erste Ferientag. Die Ferien dauerten bis zum 7. Oktober. Dieser war
der letzte Ferientag. Wie viele Ferientage sind das?" Nachfolgend sind drei Anfinge von Gesprichen
Uber diese Aufgabe wiedergegeben:

Johanna Jennifer Alexander

3. 3. (nach ca. 5 Sekunden) 3.

Hm ... wie bist du darauf gekommen? Wie hast du das gemacht? Wie hast du das gemacht?

Ich hab einfach ... gerechnet ... 7 minus wie viel  Von 4 bis 7 sind das 3, und dann hab ich erst  Weil 4 plus 3 sind 7.

ist gleich 4. mal bis 5 die 6 und dann bis 7.

a) Die Antwort, die die Interviewerin gerne gehort hatte, wére natiirlich ,,4* gewesen. Fiir die Antwort
«3" sehen wir zwei mogliche Erklarungen. Welche sehen Sie?

b) Angenommen, Sie wollten den weiteren Gesprachsverlauf so gestalten, dass die Kinder méglichst
selbstindig zu der Lésung gelangen, die die Interviewerin im Sinn hatte. Wie wiirden Sie vorgehen?

c) Uberlegen Sie sich andere Aufgaben zum Rechnen mit Nummern, die eine dhnliche oder andere
Schwierigkeit beinhalten!

Aufgabe 2 Die 5. Aufgabe des Interviews lautete wie folgt: , Peter hat ein neues Buch geschenkt bekommen. In die-
sem Buch stehen mehrere Geschichten. Peter liest heute abend in seinem Buch vom Beginn der Seite 13,
also von oben, bis zum Ende der Seite 23, also unten. Wie viele Seiten hat er heute gelesen?*
Nachfolgend sind zwei Anfiange von Gesprachen tiber diese Aufgabe wiedergegeben:

a) Welchen Fehler macht Jennifer zundchst? In welchen Konflikt gerdt sie zum Schluss? Wie wiirden Sie
als Interviewerin fortfahren?
b) Haben Sie eine Erklarung fur die Argumentation von Dennis?

Jennifer Dennis

{nach ca. 5 Sekunden) 10. {nach ca. 13 Sekunden}) 127

Wie hast du das gemacht? Wie bist du da jetzt drauf gekommen?

13 plus 5, das wéren 18, und dann bis 23 wéren das dann noch mal 5 und  Ich hab bei der 13 plus 7 das sind 20 ... dann plus 3.

dann hab ich also rausgekriegt, dass das 10 sind. Mhm ... das 12?

Genau ... und wenn du jetzt von oben auf Seite 13 bis unten auf Seite (D flistert etwas, unter anderem 7 oder 4)

15 liest? Wenn du 13 plus 7 das sind 20 ... hast du gesagt hast du gerechnet
Sind 2 Seiten. und dann plus 3.

Und von oben auf Seite 13 bis unten auf Seite 14?7 Das ist 10 {kann auch ,mal sehen” heien) - ich hab jetzt aber mit den bei-
Das sind 2. den gerechnet (zeigt auf die Zahlen in der Aufgabenkarte).

Hm (erstaunt.)

Ah ich meine eine (lacht unsicher).

Aufgabe 3

Christoph erhielt folgende Aufgabe: ,Im letzten Monat belegte das Buch ,Pelle zieht aus’ den 9. Platz in
der Hitliste. In diesem Monat verbesserte es sich auf den 4. Platz. Um wie viele Plitze verbesserte sich
das Buch?" Christophs Antwort lautete: ,Um 6 Plitze." Zur Begriindung gab er an, er habe die 9 erst gar
nicht dazugezéhlt. Wie wiirden Sie dieses Ergebnis und seine Begrindung kommentieren?
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Aufgabe 4

70

Romina bekam die folgende Aufgabe gestellt: , Stell dir mal vor, alle Kinder der

Klasse stehen nebeneinander und Ina ist das 12. Kind von links und gleichzeitig das

15. Kind von rechts. Wie viele Kinder hat die Klasse?"

a) Wie erkldren Sie sich, dass Rominas erstes Ergebnis und ihre Begriindung nicht
zusammenpassen?

b) Was bezweckt die Interviewerin mit dem Einsatz der Gummibérchenschachtel?

¢) Welches ist das mathematische Problem, das in Rominas Bemerkung ,,Ein Kind
kann man ja nicht durchschneiden” zum Ausdruck kommt?

d) Fir welche Stellen des Gespriches haben Sie Vorschlage fiir ein anderes Verhal-
ten der Interviewerin?

{schnell) 27.

Hm ... wie bist du drauf gekommen?

Weil dieses Madchen ist ja ... erst mal das 12.
Kind von der linken Seite, (halt ihren Zeigefinger
mittig auf die Tischkante) und dann muss man nur
noch ... die anderen 14 (deutet Bewegung von
links bis zu ihrem Finger an) da also ... da muss
man die 2 zusammenrechnen, die 2 Seiten
(bewegt beide Hande parallel zur Tischkante aufein-
ander zu). :
Hm.

{nach ein paar Sekunden) Also die Kinder ... die
mit den Reihen.

Ja ... du hast grad gesagt, die anderen 14, und
dann hast du von vorne angefangen weiterzu-
reden. Wie bist du denn auf 14 gekommen?
Ja, weil sie ja gleichzeitig das 15. Kind von der
rechten Seite ist.

Mhm ... gucken wir uns das mal mit ein paar
weniger an ... und zwar hab ich dir Gum-
mibérchen mitgebracht, die sind da drunter.
Und jetzt sag mir mal ... (holt wahrenddessen
die Gummibarchenschachtel und schiebt zuerst die
linke Seite auf),

das wievielte Gummibérchen ist das rote von
links?

Das 4.

Hm ... Jetzt mach ich da wieder zu ... {ver-
schiebt die Offnung zur anderen Seite)

BEE ||

so ... nur bis dahin ... und das wievielte
Gummibérchen ist das rote von rechts?

Das 3.

Abha ... (schliefit nun beide Klappen) und dann ...
sagst du mir mal ...

wie viel Gummibdrchen da drunter sind?
1.
Hm ... gucken wir mal nach ... (6ffnet nun
beide Klappen der Schachtel)

... Schade kriegst eins weniger, ne.

{lacht kurz) Mhm!

Hm ... aber du hast grad gesagt, bevor du
dann noch mal angefangen hast, anders zu
erkldren, du musst die 14, die neben ihr ste-
hen, noch dazurechnen? ... Die rechts neben
ihr stehen ... bei der Aufgabe (deutet auf die
Aufgabenkarte) ... war das vielleicht doch gar
nicht falsch? ... Sollen wir das mal ausprobie-
ren? (holt die Halmakegel} ... du hast gesagt 27
Kinder sind’s, ne?

Mhm.,

Das sind jetzt genau 27 ... hab ich extra zu
Hause nachgezéhlt ... und wenn du jetzt ver-
suchst ‘ne Reihe zu legen, wo halt ... die Ina
das gelbe ... das gelbe Dings die Ina ist ...
die 12. und die 15. ist. ... Wenn du das mal
versuchst, das hinzulegen, dass das genau
passt, dass sie das 12. ... also dass dieser ...
dhm ... Stein der 12. von ... der gelbe der
12. von links und der 15. von rechts ist.
(fuihrt dieses aus, indem sie zuerst den gelben Kegel
aufstellt, dann die Reihe nach links fortsetzt und im
dritten Schritt die Kegel rechts des gelben erganzt, so
dass folgende Reihe entsteht)

ddddddddddd dddddddddddadd

Hm. (kippt den Ubrig gebliebenen Kegel aus der
Schachtel) ... jetzt ist einer (brig geblieben,
ne?... Kannst du dir das irgendwie erkldren?
Dass du hier 7 raushattest (zeigt auf die Gum-
mibarchen), ... und es sind 6. Und 7 hattest du
raus, weil du ... 4 plus 3 gerechnet hast, ne?
Und hier hast du 12 plus 15 gerechnet, ist 27,
und es sind nur 267 (zeigt auf die Kegelreihe)
Ahm ... weil vorher hab ich die ... den einen von
den 14 noch dazugerechnet, und das geht ja
nicht weil ein Kind kann ja nicht ... kann man ja
nicht durchschneiden, dass es 2 Halften ist!
(deutet mit der Handflache eine Schnittbewegung an
und fithrt dann beide Hénde im Bogen auseinander,
simuliert also eine Teilungsbewegung)

Mhm.

Also dass es fir 2 Zahlen dabei ist.

Gut!
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D 22: Viertklassler bearbeiten , Probleme der Woche”

Vom ersten Schuljahr an sollten im Mathematikunterricht auch sog. Knobel-Textaufgaben behandelt werden, bei denen anzu-

wendende Rechenoperationen den Schilern nicht bereits vor dem Lesen des Textes (oder nach dem Lesen desselben ohne

nédhere inhaltliche Betrachtung) bekannt sind. Im Weiteren sollen Sie die unten abgedruckten L&sungen von Viertkldsslern zu

zwei solcher Knobel-Textaufgaben analysieren.

m Losen Sie zunéchst beide Aufgaben auf mindestens drei verschiedene Arten!

m Beschreiben Sie dann die Rechenwege der Schiler und geben Sie mégliche Griinde fiir deren Vorgehen an!

m Wie kdnnten die beiden Aufgaben variiert werden, um |, leistungsstarke” und , leistungsschwache" Schiiler zu férdern und
zu fordern?

Die ,Hihner- und Kaninchenaufgabe" lautete: , Ein Bauer hat Hithner und Kaninchen. Zusammen haben die Tiere 50 Kopfe
und 140 FlRe. Wie viele Hithner und wie viele Kaninchen hat der Bauer?*

(
Mn‘a;:nng ol vt Bere Koo &2.ix ganc versohisdon
dnd ¢ 9OMWMU@M m‘m"‘; 708 WUM

Mb& 7o
140:2=70 30 neeand 20 MM Julia

Aa. 50 Hoph sunc aberolofiy | (tlirimg Jumt Aaftidh 254 4252 grrestenl
%ymmm Abradnte B 1427 L lonedd 22 VB umd
,70,50_20 audodnt 20+ vw.30- &Wdﬁ-&m.»dm&[&h

'-JMM W-"uﬂ lOJ\MWSOW Sarah

2:::%:5,‘ 6“&2 /.wﬂdu
M Nk :A 49 e

BOWJMM%M 3[53 |

30 Fikmrrumd 20 Forpinchon¥ QN

9 Malte

~

Timo )

Die , Eichhdrnchenaufgabe" lautete: , Ein Eichhornchen begann am Montag Niisse zu sammeln. Am Dienstag sammelte es drei
Niisse mehr als am Montag. Am Mittwoch sammelte es drei Niisse mehr als am Dienstag. Am Donnerstag sammelte es drei
Nisse mehr als am Mittwoch. Am Freitag sammelte es drei Niisse mehr als am Donnerstag. Am Freitagabend hatte es 50
Nusse. Wie viele Nisse hat das Eichhornchen an den einzelnen Tagen gesammelt?“
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D 23: Fehleranalysen bei der schriftlichen Subtraktion

Die unten abgedruckten Dokumente von Kindern des 4. Schuljahres stammen aus
einem Rechentest, der Aufgaben zur schriftlichen Subtraktion enthielt und der etwa
ein Jahr nach deren Einflihrung geschrieben wurde. Dabei wurden Beispiele von vier
Schilern ausgewdhlt, die tiberwiegend fehlerhaft sind.

m Bevor Sie die Aufgaben bearbeiten, sollten Sie sich Gber die verschiedenen Arten
der schriftlichen Subtraktion (Ubertragstechniken: Erweitern, Borgen, Auffiillen;
Rechenrichtungen: Abziehen, Ergdnzen) informieren.

m Analysieren Sie dann die Rechenwege und versuchen Sie die jeweilige falsche,
aber durchaus regelhafte Vorgehensweise zu erkennen! Beschreiben Sie das
Fehlermuster in wenigen kurzen Satzen! Geben Sie auch mégliche Griinde flr
die Denkweisen der Kinder an!
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® Losen Sie nun die folgenden Aufgaben in der Weise, wie sie von den entspre-
chenden Kindern mit ihren individuellen Fehlerstrategien bearbeitet worden
wiéren.

a) Annika b) Johanna
9638 60107 51365 5437 5643 8973
- 67 -309  -9385 - 2001 -4295 -8085
¢) Monika d) Marcel
51365 43362 5643 43362 3279
-9385 -42974 - 4295 -42974 -928

m Welche weiteren Fehlermuster zur schriftiichen Subtraktion kennen Sie oder kén-
nen Sie sich vorstellen? lllustrieren Sie diese jeweils an mehreren Beispielen!
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D 24: Fehlermuster bei der schriftlichen Multiplikation

Im Folgenden wird ein Ausschnitt aus einer Klassenarbeit abgedruckt, der Marcels

Resultate bei Aufgaben zur schriftlichen Multiplikation wiedergibt.

m Versuchen Sie zunidchst - allerdings ohne zu viel Zeit darauf zu verwenden -
ohne Kenntnisnahme der Nebenrechnungen herauszufinden, wie die Ergebnisse
zu erklaren sind.
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m Mit Hilfe der Nebenrechnungen kann man feststellen, dass fir fast alle Aufgaben
erkldrbar ist, wie Marcel zu seinen Ergebnissen gekommen ist. Ordnen Sie die
Nebenrechnungen den einzelnen Aufgaben zu und versuchen Sie zu erkliren,
wie er vermutlich gerechnet hat.
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4790 23?5 w

S T——

e e

m Es folgt der Auszug aus einer Klassenarbeit Marcels ein Vierteljahr zuvor. Verglei-
chen Sie diesen mit dem Ausschnitt aus der obigen Klassenarbeit.
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D 25: Schwierigkeiten beim Erklaren der schriftlichen Division

In einem vierten Schuljahr wurde die schriftliche Division nicht im Klassenverband,
sondern in Dreier- oder Vierergruppen in Form von Lehr-/Lerngesprachen ,einge-
fihrt". Im Folgenden sind drei Transkriptausschnitte abgedruckt, die die gemeinsa-
men Anstrengungen der Schiiler und der Lehrerin wiedergeben, sich der durch die
Lehrplane verbindlich vorgeschriebenen Endform zu nidhern.

Aufgabe 1: Lesen Sie das Transkript aus der Gruppenarbeit mit Lucy und Sebastian, das an der
Stelle einsetzt, als die erste Teildivision durchgefiihrt und der Ubrig bleibende Tau-
sender ermittelt worden war. Beschreiben Sie die unterschiedlichen Denkweisen der
Lehrerin und der beiden Schiiler! Arbeiten Sie heraus, warum das Gesprach schei-

tert.
THZE THZE
4287 3 = 1
3
1

L: 1 Tausender, den schreibst du dann da mal hin. So, und den einen Tausender kann man
als Tausender gar nicht mehr durch 3 teilen. In was wandelst du ihn dann um?

Seb: In 333!

L Was?

Luc: 333 kommt da hin ... nein ... doch ...

L. Jetzt guckt mal hier. Den einen Tausender ...

Luc: ... geteilt durch 3 sind 333 ... Rest 1!

L:  Aber wir haben ja einen Tausender. Was wird damit gemacht? Als Tausender kannst du ihn
nicht durch 3 teilen.

Luc: Doch!

L: Al Tausender? Ein Tausender?

Seb: Klar, mit Rest.

Luc: Mit Rest. Oder sollen wir erst mal ohne Rest?

L Hmi

Luc: Das geht doch gar nicht!

L: " In was wandelt man denn dann den Tausender um?

Seb: In 3 Tausender!

Luc: In einen 999er!

Aufgabe 2: Intention des nachfolgend wiedergegebenen Gesprachs mit Andrea, Britta und Lina
war es, anhand der Aufgabe 966:3 Kenntnis und Verstandnis des Vorgehens beim
schriftlichen Divisionsalgorithmus zu festigen. Zu Ende des Gespraches stand Fol-
gendes auf dem Papier:

HZE HZE
996 : 3 = 322
9

6

6

6

6

Analysieren Sie den folgenden Transkriptausschnitt daraufhin, inwieweit die drei
Schiilerinnen Ihrer Meinung nach den Algorithmus und insbesondere die mit ihm
verbundene Schreibweise verstanden haben.
L. Schreibt die Aufgabe noch einmal alle auf!
And: Strich drunter?
L:  Nein! Schreibt die Stellentafel auch hin! 900 durch 3 sind ... ?
Lin: 3!
L: 9 Hunderter durch 3 sind 3 Hunderter. Also 3 hinschreiben bei den Hundertern.
3 Hunderter mal 3 sind 9 Hunderter. (Sie zeigt mit den Fingern.} Schreibt die 9 mal hin.
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Aufgabe 3:

And: Wieso denn das?
L Unter die 9!
And: Da kann man gleich die Probe mitrechnent
i Jetzt geht es weiter. 60:3 sind ... ?
Brit: 2 ... ! 2 mal 3 sind 6. (L zeigt gleichzeitig dabei mit dem Finger.)
Lin: 2 Zehner mal 3 sind 6 Zehner.
L: Schreibt mal hin!
And: Nur das Ergebnis oder die ganze Aufgabe?
L:  Schreib mal die 6 dahin. (Sie zeigt auf die Divisionsstaffel.) jetzt ein Strich, und jetzt teilen wir
die 6 Einer. Die 6 unten hinschreiben. (Sie zeigt auf die 6 Einer.) 6 Einer durch 3 sind 2 Einer.
And: 2 mal 3 sind 6. (L zeigt dabei.)
L:  Dahin schreiben! (Sie zeigt es.)
And: Aber warum ist das jetzt hier alles doppelt? Muss dann hier nicht noch eine 9 hin? Die sind doch
auch alle doppelt, warum muss die 9 nicht doppelt?
L:  Da steht sie doch!
Die miindlichen und die schriftlichen AuBerungen von Schiilern geben in der Regel
gute Hinweise auf ihre Gedankengénge, spiegeln diese jedoch hdufig nicht voll-
standig wider. Vieles von dem, was Schtiler denken, bleibt aus verschiedenen Grin-
den ungesagt. Versuchen Sie im Folgenden sich méglichst gut in Britta hineinzuver-
setzen und einen kleinen Text Uber ihre geduBerten und ihre nicht geduBerten
Gedanken in der Ichform zu verfassen, der ihre Bemihungen wiedergibt, die (ver-
mutete) Antworterwartung der Lehrerin zu erfiilen.
Die Aufgabe 9332:4 wird wahrend des Gesprachsausschnitts wie folgt schrift-
lich fixiert:

THZE THZE
9332 : 4 = 23

8

13

12

Bri: 9 Tausender geteilt durch 4. Soll ich dann die 4 mal was? Ach, was rechne ich denn tberhaupt?

L:  Wie oft geht die 4 in die 97

Bri: 2, und einer bleibt natirlich mal wieder dbrig. 2 schreib ich hin. (Sie will den Rest auch gleich hin
schreiben.)

Lt Machen wir erst mal die Probe!

Bri: Ach, die vergesse ich immer! (Sie schreibt die 8 hin und macht einen Strich darunter.)

L: Schreib die 1 mal genau darunter ... 1Tausender sind wie viele Hunderter?

Bri: 10! ,

L:  Und hier hast du noch? (Sie zeigt auf den Dividenden.)

Bri: 3 ... 13 Hunderter?

L:  Ja, schreib erst mal hin.

Bri: Wohin?

i Was hast du denn aufgeteilt?

Bri: (Sie schreibt die 3 als 2. Quotientenziffer.) 3 mal 4 sind 12. Bleibt wieder einer iiber! ... Hierhin?
(Sie will die 1 unter die 13 in der Divisionsstaffel schreiben.)

Lt Neel du musst das Ergebnis von der Probe erst noch hierhin schreiben.
(Britta schrefbt 12 hin.) Jetzt machst du den Strich darunter. Wie viel bleibt jetzt noch Gbrig?

Bri: Soll ich wieder genau darunter schreiben?
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D 26: Zum Rechnen mit der Null

Aufgabe 1:

Aufgabe 2:

Aufgabe 3:

Aufgabe 4:

76

Welche Ergebnisse haben die folgenden Aufgaben?

5+0 0+0 5-0 0-5 0-5 5.0 15:3:0 5:0 0:5 0:0
Kann man - und wenn ja, wie — Grundschulern helfen, zu begriindeten Einsichten
Uber die Resultate zu gelangen?

Nachfolgend sind Schiilerreaktionen auf Aufgaben der Art x-0 bzw. 0-x wiederge-
geben. Die Schiiler benutzen unterschiedliche Arten von Argumenten, mit Hilfe
derer sie das Ergebnis begriinden. Welche Arten von Argumenten kénnen Sie un-
terscheiden?

®  Michael: Wenn vor und hinter der Aufgabe eine 0 steht, dann kann man die nicht ausrechnen,
dann ist es immer 0.

® Susanne: 45 - 0, das geht ja nicht.

® Lisette: Weil man z.B. keinmal die 7 rechnet. 17 ist 7, weil man das einmal rechnet. Aber 0 - 7
ist 0, weil man das nicht rechnet sozusagen.

®  Jenny: Weil 1+ 7 sieben ist, kann 0 + 7 nicht 7 sein.

® Jana 1: Ja klar, wenn man 7 Nullen zusammentut ...

® Jana 2: Also, bei der 0 wird die Zahl nicht vergréBert. Wenn man dann 0 - 10 nimmt, dann heiBt
es ja sozusagen die 10 nullmal und nullmal heiBt: dberhaupt nicht, gar nicht, und dann ist
es 0.

® Alexander: Ist nur bei ,mal” so, dass die 0 Oberhand hat zu den anderen.

Bei Untersuchungen, die gegen Ende des 4. Schuljahres in verschiedenen Schulen

durchfiihrt wurden, wurde bei der Aufgabe 15-3-0 eine Fehlerquote von 87,4 %

beobachtet. Lesen Sie die folgenden Schilerzitate und versuchen Sie zu erkennen
und zu erkldren, was die Aufgabe 15-3-0 so schwierig macht.

m Michael: 15 - 3, da rechnen wir erst 15 - 3, das sind dann 45, und 45 - 0, das geht dann nicht. Da
schreiben wir die 0 nicht dahin und schreiben nur 45 hin ... Namlich bei zwei das geht nicht, weil
7+ 0, das ergibt kein Ergebnis, und 13, ne, ich mein 15 - 3, das ergibt ein Ergebnis, das ist nam-
lich 45, und dann schreibt man am meisten dahinter 45 und dann lasst man die 0 weg.

® Susanne: Man kann sich die hier einfach wegdenken ... Mit der Null kann man eben nicht so
rechnen, wie mit zwei ... 15+ 3 oder wer weill was.

n Christoph: Weil das mit der 0 verwirrt ein bisschen, genau genommen kénnte man das auch weg
lassen ... Weil die Zahl dann langer erscheint.

® Lisette: Dann braucht man eigentlich nicht mit O zu rechnen. ... Da braucht man nicht mehr 45 - 0
zu rechnen, dann hat man ja schon das Ergebnis raus. Das richtige, eigentlich. ... Eigentlich
konnte man sie vergessen, aber wenn sie jetzt im Rechenbuch stande, dann miisste man die auch
mit abschreiben.

m Andreas: Ja, weil, weil es keine richtige Zahl ist.

m Jana: Weil, wenn man das mal 0 rechnet, dann kommt ja eh nichts mehr dazu. ... Wie hier und
da kann man hier und da auch die Null weglassen.

Dass das Teilen durch null Probleme bereitet, ist allgemein bekannt. Dass aber auch

eine Aufgabe wie 0:5 Grundschdiler vor Probleme stellt, iiberrascht vielleicht. Zwar

antworten sie Gberwiegend richtig mit ,,0". Doch welche Probleme sie auf dem

Weg dahin Gberwinden miissen und welche ,, Fehlvorstellungen” auch hinter einem

richtigen Ergebnis stecken kénnen, wird erst aus SchilerduBerungen wie den fol-

genden sichtbar. Analysieren und vergleichen Sie die Argumente. Achten Sie insbe-
sondere auf die Beteiligung von Aufteil- bzw. Verteilvorstellungen zur Division! Ver-
gleichen Sie die Argumente — dort, wo es sinnvoll ist — mit den o. a. zur Multi-

plikation mit O!

® Michael: 0:10 ist gleich 10, weil das keine Durchaufgabe ergibt.

® Aus dem Interview mit Andreas:

Mmh, 0:5, das geht gar nicht.

Warum nicht?

Ja, weil 0. Die 5 kann man nicht durch 0 teilen, weil die 0 nicht, ist viel zu wenig, durch 5 zu
teilen. Das konnte man auch bei 4 oder 3 oder 2 oder 1 machen, das ginge auch nicht.
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Aufgabe 5:

Aufgabe 6:

Was schreibst du dann hin, wenn du die Aufgabe mal bekommen wiirdest?
o!
Ja, erst hast du gesagt: ,Geht nicht” und jetzt sagst du: ,O". Ist denn das das Gleiche?
Ja.
m Matthias: Wie oft passt die 5 in die 0 rein? 0 mal! Uberhaupt gar nicht!
m Andre: Wenn man 0 Sachen durch 5 Kinder teilt, das geht ja gar nicht, da hast du nichts, was du
teilen sollst, also 0.
m Aus dem Interview mit Alexander:
Ist 0.
Meinst du, das stimmt?
Ja, also, wenn man sich das so vorstellt, nicht. Aber wenn man jetzt die Probe macht.
Wie stellst du dir das denn vor?
Ja, dass es iberhaupt nicht geht. 0:5, man kann ja nicht 0 durch 5 teilen. Also so weit sind wir
noch nicht, dass wir das jetzt gerechnet haben.
Warum kann man denn nicht 0:5 teilen? Warum ist das schwer?
Weil die 0 niedriger ist als die 5. Wenn es jetzt zum Beispiel 7:5 ware, okay, dann ist es 5 Rest
2, dann ware es aber, die 7 ware dann groBer als die 5.
Mmbh, also das findest du schwer?
Ja, weil die ist niedriger, aber wenn man jetzt die Probe macht, sieht man, das ist ganz leicht,
weil das ist 0.
Dass die Division durch null ,verboten" ist, wissen viele Erwachsene. Fragt man sie
nach dem Grund, missen die meisten passen. Grundschdler, die das erste Mal mit
einer Aufgabe wie 5:0 konfrontiert werden, wissen noch nichts von diesem ,, Ver-
bot" und versuchen das Problem mit Hilfe des ihnen zur Verfligung stehenden
Instrumentariums an Vorstellungen und Begriffen zu I6sen. Analysieren Sie, welche
Argumente die nachstehend zitierten Schuler benutzt haben, um ihre Antwort zu
rechtfertigen!
m Christoph: Ist 5 oder 0! Wie oft passt die 0 in die 5 rein? Ach, das bringt mich ganz durchein-
ander.
m Lisette: Das kann man eigentlich nicht richtig rauskriegen, was da rauskommt, weil man die Probe
nicht rechnen kann. Dann ist es schwierig zu sagen, was da rauskommt.
» Agniezka: Ja, weil 5:0, da ist gar nichts geteilt. Also ist es 5.
u Aus dem Interview mit André:
... Also wenn du die Probe rechnest, ist es soundsovielmal 0 ist 5. Also 5, 5+ 0 ist 5.
5-0ist 57
Ah ne! 5- 0 ist 0, ja also. Ne, es muss aber 5 rauskommen. Also geht nicht, wievielmal 0 ist 52
Also, ist 0. 0+ 0 ist 0, ne. ... 5 Sachen durch 0 Kinder, das geht ja schlecht. Es sind ja keine da,
die die Sachen aufessen kénnen.
m  Matthias: Wie oft passt die 0 in die 5 rein? 0 in 5? Wie soll denn die da reinpassen? Ja, die passt
da tberhaupt nicht rein! ... 5-mal kann man nicht sagen.
®  Jana: Das sind 5, weil die 0, die steckt in der 5 finfmal sozusagen. Irgendwie, das ist fiir mich
jetzt auch schon ein bisschen schwieriger zu sagen, wie oft die 0 in der 5 steckt, weil bei der 1,
da wiirden das ja auch 5 ergeben. ... Da kénnen ja auch keine 5 rauskommen eigentlich, weil
wenn bei der 1, wenn ich jetzt schon durch 1 rechne, wenn dann schon 5 herauskommt, dann
kann ja bei 'ner tieferen Zahl nicht auch 5 rauskommen.
Schreiben Sie einen kindgerechten Antwortbrief, mit dem Sie Nicole helfen kénnen
ihren Denkfehler selbst aufzudecken.
Sehr geehrter Prof. Dr. Hartmut Spiegel!
Ich heille Nicole Richter und bin 11 Jahre. Ich gehe in die 5. Klasse. In der Mathematik finde ich etwas nicht
logisch. Und zwar die Aufgabe 1:0 = nicht mglich, so heilit es in der 5. Klasse, spater ist das Ergebnis unend-
lich. Doch auch das ist unlogisch. Ich bin der Meinung 1:0=1. Denn, wenn man eine Torte hat und man ladt
Gaste ein, keiner kommt, die Torte wird also nicht geteilt, so bleibt 1 Torte Gbrig. Was meinen Sie dazu? Bitte
antworten Sie.

Mit freundlichen Griifen
Nicole Richter

© Ernst Klett Grundschulverlag GmbH, Leipzig 1997 Kopiervorlage aus ,Wie Kinder rechnen™
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D 27: Schiilerlésungen als Anlasse zum Mathematiktreiben

Aufgabe 1:
Ergebnis 100

Gegen Ende des 1. Schuljahres wurden die Schiler gebeten, mit Hilfe der Hunder-

ter-Perlenkette Aufgaben mit dem Ergebnis 100 zu finden. Larissa produzierte Plus-

aufgaben mit zwei und solche mit drei Summanden sowie einige Minusaufgaben.

a) Inwieweit ist Larissa systematisch vorgegangen? Begriinden Sie kurz |hre Ein-
schiatzung!

b) Finden Sie alle Zerlegungen der 100 in drei durch 10 teilbare Zahlen (wie etwa
50+20+30). Nehmen Sie dabei an, dass die Reihenfolge von Bedeutung ist; d.h.
die Zerlegung 50+ 20+ 30 soll unterschieden werden von beispielsweise der Dar-
stellung 50+30+20. Versuchen Sie die Zerlegungen zu ordnen!

¢) Finden Sie alle Méglichkeiten, die 100 in drei Summanden zu zerlegen, die durch
5 teilbar sind (bspw. 5+10+85 oder 50+25 +25). Stellen Sie lhre Uberlegungen
geordnet dar!

(1 .Larissa

A HBT=T100" 301 304+44=101
30+ H=1 4ot60=100
56+60=10 pU+ar=100"
Y =16 80 20100
40+ 10 =100 00+0= 100
QT HHEr 0= Ay, A0 1=
S A3 90 A
T3 =IO
04 AT 502100 555 490
40+2 Of’-r‘r 0{; =10 Wéa/w:m’
Yy ulrxr A0 =AY in-s=100
ﬁrjgoﬁﬁf 100
QU4 R0 = 106025

\20’ Y0 = 100 -0

i

g 2. Benni )
wHYo=100" IFI3=9— LTFLF-
A42~29=

Aufgabe 2:
Subtraktion von
Spiegelzahlen

Aufgabe 3:
Malhauser
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Bei diesem Unterrichtsbeispiel muss man von einer zweistelligen Zahl (Zehner-
groBer als Einerziffer) ihre Spiegelzahl subtrahieren, die durch das Vertauschen von
Zehner- und Einerziffer entsteht (Beispiele: 52—25=27 oder 90-09=81).

a) Erarbeiten Sie sich den mathematischen Hintergrund: Welche Resultate kdnnen
entstehen? Warum diese und keine anderen? Wie viele Aufgaben gibt es pro
Resultat?

b) Stellen Sie sich vor, dass Benni (vgl. Abb.) Sie wahrend der Unterrichtsstunde
anspricht: ,,Gucken Sie mal!" Wie wiirden Sie darauf reagieren?

Bei den sog. Malhdusern besteht die Aufgabenvorschrift darin, in das ,,Dach” eines
Hauses eine Zahl des Hunderterraums zu schreiben und in jedes Stockwerk eine
Malaufgabe einzutragen, die die Dachzahl als Resultat aufweist. Aufgabe und
Tauschaufgabe gelten als verschiedene Lésungen.

In einem zweiten Schuljahr gab die Lehrperson zu Beginn der Schulstunde
bestimmte Dachzahlen vor. AnschlieRend hatten die Schiiller Gelegenheit, selbst
Dachzahlen zu wahlen. Bei einigen der Kinder entstand das Bedirfnis, moglichst
hohe und méglichst niedrige Hauser zu bauen. Dabei notierten sie auch Aufgaben,
bei denen einer der Faktoren grofer war als 10, und verlieBen somit das eigentlich
vorgesehene Gebiet des kleinen Einmaleins. Nach einiger Zeit legte Simone der
Lehrperson einen Zettel vor (vgl. Abb.) und sagte: ,Guck mal, ich hab's rausge-
kriegt. Die 100 ist das hochste Haus und die 2 das niedrigste.”

Sind das wirklich die Dachzahlen des héchsten bzw. des niedrigsten Hauses?
Wie reagieren Sie auf Simones Losung?

© Ernst Klett Grundschulverlag GmbH, Leipzig 1997 Kopiervorlage aus ,Wie Kinder rechnen”



4.2 Weiterfithrende Hinweise

D 1 Rechenfihigkeit
am Ende der
Kindergartenzeit
und ihre
Entwickiung

Im Folgenden wollen wir einige Hinwei-
se zur Interpretation der Dokumente D 1
bis D 27 geben (vgl. Kap. 4.1). Diese
sollten allerdings nicht vor der Auseinan-
dersetzung mit den von uns formulierten
DenkanstoBen herangezogen werden.
Stattdessen sollten sie die Resultate des
eigenen Nachdenkens und des Austau-
sches in der Lerngruppe bestétigen oder
zum Weiterdenken anregen.

Damit die Aufgaben auch im Rah-
men der Lehrerbildung, beispielsweise
in Form von Ubungsaufgaben, benutzt
werden konnen, beschranken wir uns
bei einigen Dokumenten auf wenige
Hinweise, um eine unzweifelhafte Ei-
genleistung der Lernenden zu ermdgli-
chen. Bei anderen Aufgabenstellungen,
insbesondere bei denjenigen, bei denen
uns eine Interpretation des vorliegenden
Datenmaterials als schwierig erscheint,
geben wir ausfiihrlichere Hinweise.

Die vorliegenden Transkripte (vgl. Dan-
werth 1996, Schurbaum 1996) zeigen
u. E., dass die Schiiler auch in der relativ
kurzen Spanne zwischen Ende der Kin-
dergartenzeit und Beginn der Schulzeit
Fortschritte gemacht haben, obwohl
wahrenddessen kaum |, systematische
Unterweisung” erfolgte. Da die Sep-
temberinterviews direkt nach Ende der
Sommerferien durchgefithrt wurden,
erscheint der Einfluss, den der Unter-
richt auf die Entwicklung genommen
haben mag, relativ gering zu sein.

Wir verzichten auf eine umfassende
Diskussion der einzelnen Vorgehenswei-
sen. Aufmerksam machen wollen wir
lediglich auf zwei Details. Michael
benutzt bei der Aufgabe 11-3 in beiden
Interviews seine Finger, aber in unter-
schiedlicher Funktion: Im Juni wird fur
ihn der Versuch zum Stolperstein, die
gesamte Situation direkt mit den Fin-
gern zu modellieren: Jede Person der
Ausgangsmenge entspricht dabei einem
Finger. Im zweiten Interview bendtigt er
statt elf nur die drei Finger — nun, um die
von ihm benutzten ordinalen Zahlwér-
ter (bzw. die mitgedachten Personen) zu
reprdsentieren.

Die unterschiedlichen Reaktionen
von Timo (5+2+1) kénnte man als
Beleg fir die Kontextabhingigkeit des
Denkens ansehen — ein Phdnomen, das
Gegenstand der Theorie der Subjekti-
ven Erfahrungsbereiche (Bauersfeld
1983) ist und heutzutage als sog. situ-
ierte Kognition ein wesentliches Thema

lernpsychologischer Forschung darstellt.
In der ,Rechenwelt” kann Timo die
Aufgabe l6sen, in der , Geldwelt" nicht.
Unseres Erachtens ist aber auch die
Deutung méglich, dass Timo die Aufga-
benstellung nicht so aufgefasst hat, wie
sie gemeint war, und stattdessen die
Anzahl der sich im Portemonnaie befin-
denden Geldstiicke (3) ermittelte.

Literaturhinweise: Baroody (1989); de Corte & Ver-
schaffel (1987); Geary (1994); Gelman & Gallistel
(1978); Ginsburg (1977); Hendrickson {1979); Hen-
gartner & Rothlisberger (1995); Hughes (1986);
Knapstein & Spiegel (1995); Krauthausen (1994,
36ff.); Padberg (1986, 28ff); Radatz & Schipper
(1983, 631f.); Schipper (1996); Schmidt & Weiser
(1982); Selter (1995); Spiegel (1992).

Die abgedruckten Transkripte stammen
aus dem von Danwerth (1996) und
Schurbaum (1996) durchgefiihrten Pro-
jekt. Auch hier wollen wir nicht alles
Erwdhnenswerte aufflihren, sondern nur
auf zwei Auffélligkeiten eingehen. Wie
wir wiederholt betont haben, steckt hin-
ter vielen Antworten mehr an Rationa-
litét, als man normalerweise vermutet.
Dennoch gibt es immer wieder Doku-
mente, bei denen man mangels Indizien
schlicht im Dunkeln tappt und allenfalls
spekulieren kann. Was sich beispielswei-
se Angelika im Juni gedacht hat, als sie zu
dem Schluss kam, dass 3DM und ,,noch
5DM dazu" 6DM seien, ist eine dieser
Fragen, die fur uns offen geblieben ist.
Anders ist es bei der Aufgabe 16+6:
Wenn Angelika nicht laut gezéhlt, son-
dern lediglich ,31" gesagt hitte, ware
die Deutung ebenfalls schwierig gewe-
sen. Bemerkenswert ist, dass sie im
ersten Interview als Nachfolger der 20
die 30 angibt und als deren Nachfolger
die 31 (statt der 40, wie man vielleicht
erwarten wirde). Im Septemberinter-
view hingegen benennt sie als Nachfol-
ger der sechzehn die Zahlen einundsech-
zehn, zweiundsechzehn, usw. (Analog
verfahrt sie im Ubrigen auch fir die
Nachfolger der dreizehn.) Eine u. E. plau-
sible Erklarung kénnte die Verwechslung
der lautlich schwer zu unterscheidenden
Zahlen sechzehn und sechzig sein. Diese
Annahme wird auch dadurch gestiitzt,
dass Angelika die richtige Antwort pro-
duziert, nachdem sie von der Intervie-
werin dazu angeregt wurde, sich die
Zahlwortreihe ins Geddchtnis zurlickzu-
rufen.
Literaturhinweise: vgl. Literaturhinweise zu D 1.

D 2 Zur Ent-
wicklung der
Rechenfihigkeit
von Angelika
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D 3: Besonder-
heiten beim
Zihlen von
Schulanfingern

80

Die abgedruckten Transkripte stammen
aus dem von Danwerth (1996) und
Schurbaum (1996) durchgefiihrten Pro-
jekt. Der offensichtlich schwierigste
Schritt beim Zahlen im unvertrauten
Terrain ist der Schritt auf die nichste

Zehnerzahl — beim Vorwérts- wie beim

Rickwartszahlen. Das ist auch verstind-
lich. Einfacher wdre es wohl, wenn nach
L.heun-zehn" die ,zehn-zehn" oder
nach ,neun-und-zwanzig” die ,zehn-
und-zwanzig" kdme.

So wie wir (vorwirts) zdhlen, ist
allerdings ein doppelter Bruch zu ver-
zeichnen: ,Neun-und-zwanzig" und
dann ,dreiig" — das Zahlwort fir den
Einer am Anfang verschwindet und
beim Zehner wird um eins erhéht. Letz-
teres wird manchmal von Kindern nicht
beriicksichtigt und sie zihlen: 39, 30,
30

Ein solches Beispiel ist zwar in diesen
Dokumenten nicht enthalten. Doch fin-
den wir bei Erwin folgende Wortpaare:
59, 80; 89, elfzig; 59, 30; 49, 30, aller-
dings auch die korrekten Wortfolgen
19, 20; 29, 30 und 39, 40. Seine Wort-
schopfung elfzig” ist im Ubrigen ein
Beispiel fUr eine der Konvention nicht
entsprechende, aber unsere Regeln ein-
beziehende Konstruktion. Der Hinter-
grund flir Erwins ,Schwierigkeit”, die
wir vielleicht nur als solche interpretie-
ren, kénnte folgender sein: Die korrekte
nneunzig” im Anschluss an 89 ist eine
Besonderheit, denn der letzte Einer (9)
taucht in der neuen Zehnerzahl auf.
Und auch die 10 in der in Frage kom-
menden ,zehnzig" ist eventuell der 9
aus der 89 noch zu nahe.

Erwins Zahlenpaare 28, 90 und 38,
90 sind ebenfalls erstaunlich, Ob sich
seine Erfahrung, dass es mit dem Nach-
folger der 28 (bzw. der 38) etwas
Besonderes auf sich hat, so auswirkt,
dass er schon dann - unter Benutzung
der reguldr folgenden 9 der 29 bzw. der
39 ~ ein neues Zehnerzahlwort bildet?

Auch Timo hat Schwierigkeiten mit
dem Ubergang zum nichsten Zehner.
Im Juni zahlt er 19, 11 (neun - zehn-
elf?), aber im zweiten Anlauf 19, 20; im
September 39, 70 bzw. 79, 30, gleich
darauf jedoch 39, 40 und 49, 50,
schlieBlich 59, 100. Dass Timo — wie im
Ubrigen viele Schiiler - bei der Hunder-
tertiberschreitung hundert, einhundert,
zweihundert usw. zdhlt, scheint uns
weniger ein Beleg dafiir zu sein, dass er
in Hunderterschritten vorangeht, als
vielmehr dafiir, dass er die Zahlwérter
fir 101, 102, 103 usw. nicht gemaR der

tiblichen Konvention, sondern in konse-
quenter Weiterfihrung der Zahlwortbil-
dungsregeln fur den Hunderterraum
produziert. Dort wird beim Ubergang
von ein- zu zweistelligen Zahlen die Ein-
erziffer schlieBlich auch als Erstes ge-
sprochen; warum sollte dieses nicht
beim Ubergang in den Bereich der drei-
stelligen Zahlen genauso sein? Diese
durch hier nicht erwédhnte Zusatzinfor-
mationen gestitzte Interpretation soll
allerdings nicht so verstanden werden,
als wirden einige Kinder nicht auch
tatsdchlich in Hunderterschritten zéhlen.

Nun zu den Problemen beim Riick-
wdrtszdhlen: Dass dort nach 91 neunzig
genannt wird, mag fiir denjenigen keine
Schwierigkeit darstellen, der mit dem
System und der Bedeutung der Zahl-
worte vertraut ist und vielleicht sogar
die Zahlsymbole vor seinem inneren
Auge hat. Ohne diesen Hintergrund
kann die ,Zehneriiberschreitung” je-
doch eine Hiirde darstellen, wie wir bei
Michael und Jan erkennen kénnen. Wenn
Jan nach 91 achtzig sagt, so tibertragt er
vermutlich eine Erfahrung vom Vor-
wdrtszdhlen: Nach der letzten Zehner-
Einerzahl vor der Uberschreitung (z.B.
neununddreiBig) kommt eine neue Zeh-
nerzahl (vierzig). Analog muss nach 91
die 80 gesagt werden. Auch Michaels
verworfene Ansdtze im September-
interview 41, dreiz- und 31, zwanz- las-
sen sich vermutlich hier einordnen,
zumal bei ihm im November auch 91,
80 zu finden ist. Doch méglicherweise
unterbricht er sich selbst, weil er sich
nicht ganz sicher ist, und macht mit den
vertrauten zweistelligen Zehner-Einer-
zahlen weiter. So lasst er beispielsweise
auf 31 ,zwanz-" ,29, 28, ... folgen,
wobei er am Ende von 21 auf 19
springt. Seine Wortfolge 93, 83, 73, ...
im Anschluss an 41, dreiz- reprasentiert
mit ziemlicher Sicherheit die Zahlen 39,
38, 37, ... Interessant ist hier zu analy-
sieren, wann er seinen Fehler bemerkt
und von da ab ein Stiick weit unserem
System folgt.

Abschliefend soll das verbreitete
und auch hier zu beobachtende Phino-
men nicht unerwéhnt bleiben, dass viele
Kinder die so genannten Schnapszahlen,
d.h. diejenigen mit zwei gleichen Zif-
fern, auslassen. Zwei mogliche Erklarun-
gen sind die folgenden: Zum einen
konnte es sein, dass es fur die Schiiler
ungewohnt ist, ein Zahlwort , mit Wie-
derholung” zu produzieren (drei-und-
drei-Big), da die weitaus meisten Zahlen
aus zwei verschiedenen (Worten fiir)



D 4: Wie
Erstklassler mit
Darstellungen
groBerer Zahlen
umgehen

Tabelle 1:
Klassifikation von
Wortbildungen

Ziffern gebildet werden. Es kénnte aller-
dings auch sein, dass sich auswendige
Verfiigbarkeit der Zahlwortreihe im
Zahlenraum bis 10 ,, durchsetzt” (3-4-5)
und die Kinder dazu verleitet, an die
drei-und-vier-zig die finf-und-vier-zig
anzuschliefen.

Literaturhinweise: Ezawa (1996); Fuson (1988); Gel-
man & Gallistel (1978); Ginsburg (1977); Hughes
(1986); Padberg (1986, 28ff.); Nunes Carraher
(1985); Nunes (1996); Nunes Carraher & Schlie-
mann (1990); Schmidt (1982); Schmidt (1983);
Schmidt & Weiser (1982); Steffe et al. (1983).

Die abgedruckten Kinderreaktionen sind
den Arbeiten von Arndt (1996) und
Richter (1996) entnommen. Wir kom-
mentieren zundchst die Vorgehenswei-
sen der Kinder, denen eine Steckwiirfel-
menge vorgelegt wurde, zu der sie dann
das zugehorige Zahlwort nannten und
anschlieBend das entsprechende Zahl-
symbol legten.

Bei Kamila ist das haufig vorkom-
mende Phdnomen zu beobachten, dass
die Inversion, also die zur Schreibweise
gegenldufige Sprechweise der zweistel-
ligen Zahlen, nicht beachtet wird. Sie
benennt die Steckwirfelmenge korrekt,
legt dann aber das Zahlsymbol der Rei-
henfolge beim Sprechen folgend. Der
Rickgriff auf die 30 fuhrt bei der 34
zwar zur Korrektur, doch dies funktio-

niert im Weiteren bei 40 und 43 nicht in
gleicher Weise.

Rena zdhlt die Steckwiirfelstangen
am Schluss wie folgt: neunzig, hundert,
einhundert, zweihundert. Dann zahlt sie
an den Einerwirfeln weiter von zwei-
hunderteins bis zweihundertsechs. Das
Zahlsymbol, das sie dann legt, passt zu
ihrem Zahlwort, aber ebenso wie dieses
nicht zur vorgegebenen Menge.

Tessa wendet bei der Zahlwortbil-
dung die Inversion (erst die Einer, dann
die Zehner) auch auf eine dreistellige
Zahl an (erst die Einer, dann die Hunder-
ter), so dass sie die Zahl, die wir hun-
dertzwei nennen, als zweihundert be-
zeichnet. Dass sie das Richtige meint,
wird dadurch unterstrichen, dass sie das
passende Symbol hinzulegen kann.

Bei Patrick ist es genau umgekehrt: Er
weil das richtige Wort fir zwei Hunder-
terplatten, wendet aber beim Ubergang
zum Symbol die nicht zutreffende Inver-
sion an, so dass er ein Symbol erhilt, das
weder zur Menge noch zum Wort passt.

In Form einer Tabelle wollen wir im
Weiteren eine deutende Klassifikation
derjenigen Wortbildungen beim Lesen
vorgegebener Zahlsymbole anbieten,
die von der Norm abweichen. Auf
Besonderheiten beim Legen der ent-
sprechenden Zahlen mit Steckwirfeln
gehen wir nicht ndher ein.

Bei zweistelligen Zahlen wird die Inversion nicht
bzw. bei dreistelligen Zahlen falsch verwendet.

Kamila: 86 -> achtundsechzig
Ann-Katrin: 101 -> einhundert

102 -> zweihundert
Elaha: 125 -> funfundzwanzighundert

sowie andere Beispiele

Bestimmte dreistellige Zahlen werden durch Mohamedreza: 124 -> sechzehn
Addition der letzten beiden Ziffern an das 132 -> fiinfzehn
Schema ,zweistellig” assimiliert,
Dreistellige Zahlen werden als dem letzte Ziffer Null:
Hunderterbereich zugehdrig erkannt, die ersten Mohammedreza: 110 -> elfhundert
beiden Ziffern werden als zweistellige Zahl gelesen. |  Michael: 120 -> hundertzwolf
keine Null:
Michael: 112 -> hundertelfzwei

124 -> hundertzwolfvier

Vierstellige Zahlen werden als dem Tausender-
bereich zugehtrig erkannt, die ersten beiden
Zitfern werden als zweistellige Zahl gelesen.

Anna:  1200-> zwdlftausend
Annelie: 1231 -> zwolftausendeinunddreifig

Fir 10000 und 100000 wird analog zu den
niederen Biindelungsstufen ein neuer
Bindelungsname gewahlt.

Anna: 10000 -> Milliarden

Literaturhinweise: Baroody (1987); Fuson et al.
(1990); Ginsburg (1977); Jones et al. (1994);
Jones et al. (1996).
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D 5 Informelie
Vorgehensweisen
zur Addition im
Hunderterraum

D 6 Informelle
Vorgehensweisen
* zur Subtraktion im
Hunderterraum
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Die abgedruckten Transkripte stammen
aus dem von Arndt (1996) und Richter
(1996) durchgefihrten Projekt. Wir
wollen uns auf folgenden Hinweis
beschranken. Die Strategien der Kinder
kénnen im Hinblick auf folgende Merk-
male unterschieden bzw. verglichen
werden: Wie splitten sie die Zahlen auf
und in welcher Reihenfolge addieren sie
die einzelnen Teile? Welche Strategien
(Zahlen bzw. verschiedene Arten zu
rechnen) benutzen sie bei den Teilschrit-
ten? Fir die Zusammenstellung und
Diskussion verschiedener Rechenstrate-
gien im Zahlenraum bis 100 verweisen
wir auf Wittmann & Mdller (1995, 87)
sowie auf Beishuizen & Klein (1997).
Dass die Steckwiirfel — wie im Ubrigen
jede Art von Material = den Gebrauch
gewisser Strategien nahe legen, jedoch
stets auch den Einsatz (und auch das
Verstindnis) von anderen erschweren,
soll an dieser Stelle nicht unerwahnt
bleiben.

Literaturhinweise: Baroody (1987); Beishuizen
(1993); Beishuizen & Klein (1997); Carpenter &
Moser (1982; 1984); Dickson et al. (1984); Fuson
(1992); Hughes (1986); Padberg (1993); Radatz &
Schipper (1983, 73ff.); Wittmann & Mdller (1995,
87).

Die abgedruckten Transkripte stammen
aus dem von Arndt (1996) und Richter
(1996) durchgefihrten Projekt. Auch
bei diesem Dokument wollen wir auf
genaue Ausflihrungen zu sdmtlichen
Rechenwegen verzichten. Bei der Ana-
lyse der Lésungswege kénnen dhnliche
Kriterien benutzt werden wie die in den
Hinweisen zu D 5 genannten. Bei den
hier vorliegenden Subtraktions- bzw.
Ergdnzungsaufgaben kann man zusatz-
lich danach unterscheiden, ob die Kin-
der abziehen, vorwérts ergdnzen oder
rickwarts erganzen (s. u.). Auf ausge-
wihlte Details gehen wir im Folgenden
ein:

Mohamedreza (24-6=8) erganzt
zunachst von der 6 zur 10. Dann
erginzt er entweder von der 10 zur 14,
da er vergessen hat, dass sich 24 und
nicht 14 Steckwirfel in der Schachtel
befinden; oder er erganzt von der 20 zur
24 und berticksichtigt die von der 10 zur
20 vorgenommene Ergdnzung um 10
im Resultat nicht.

Bei Anna (37-11=29) kann es sich
sowohl um einen Zahlfehler (vgl. D 3:
21, 20, 29) handeln als auch um einen
Merkfehler — unter Nachwirkung der
30, die sie die bereits erzielten 20 ver-
gessen lieB. Es bleibt dariiber hinaus

festzuhalten, dass sie in beiden Fallen
die 7 der 37 vergisst und lediglich
30-11 berechnet.

Sophia erganzt wohl zundchst von
20 bis 30 und dann von 6 bis 7 und
addiert abschlieBend die beiden Teilre-
sultate.

Das rickwartige Erganzen wurde als
Lésungsstrategie vermutlich von Kamila
angewandt, die bei der Aufgabe 37 -x=
26 als Zwischenergebnisse ,36 und
dann 26" nennt, also vermutlich von 37
zunidchst zur 36 und von dort weiter
zurlick bis zur 26 ergéanzt. Als sie ihren
Lésungsweg erldutern soll, scheint es
allerdings so, als habe sie stellenweise
subtrahiert (30-10 und 7-1). Dieses
Beispiel zeigt auf, wie schwierig es fir
Kinder sein kann, ihren authentischen
Lésungsweg zu verbalisieren, und wie
mehrdeutig Interpretationen dieser Re-
chenwege sein kénnen (vgl. hierzu auch
Kap. 5.1).

Bei dem, was Elaha sagt, scheint es
sich ebenfalls eher um eine Argumenta-
tion zu handeln, die das Ergebnis 5
nachtriglich rechtfertigt, als um eine,
die das Vorgehen auf dem Weg zur Lo6-
sung beschreibt. Andererseits kann nicht
ausgeschlossen werden, dass die in der
Aufgabe vorkommenden Ziffern 3 und
8 sie unmittelbar an den Zahlensatz
5+3=8 erinnern, so dass damit doch ihr
Lésungsweg beschrieben wird.
Literaturhinweise: vgl. Literaturhinweise zu D 5;
auflerdem Padberg (1994).

Die abgedruckten Transkripte stammen
aus dem von Lange (1995) und Schulze
(1995) durchgefithrten Projekt. Mathe-
matisch gesehen geht es bei allen diesen
Aufgaben um die Ermittlung der Diffe-
renz zweier Zahlen. Zu den Aufgaben,
bei denen die zu ermitteinde Zahl eine
Differenz ist, gehoren die so genannten
Abziehaufgaben - formal ,a-b=x" -
und die Ergdnzungsaufgaben - formal
.a+x=b". Ob man eine Textaufgabe
als Abzieh- oder Ergdnzungsaufgabe
ansieht, hangt von der individuellen
Interpretation ab: Bei den hier vorkom-
menden scheint uns diejenige Zuord-
nung die nichstliegende zu sein, die der
vorangestellten Gleichung entspricht.
Das heifit aber nicht, dass andere Inter-
pretationen ausgeschlossen oder unsin-
nig waren. Die vom Kind benutzte Re-
chenstrategie (abziehen, vorwérts oder
rickwarts erganzen) entspricht nicht
immer der Struktur.

Welche Strategien die Kinder bei
solchen Aufgaben benutzen und welche

D 7 Subtraktion im
Hunderterraum:
Losungswege von
Jo-Ann



Rolle dabei ggf. Struktur, Kontext und
die verwendeten Zahlen spielen — zur
Beantwortung eben dieser Fragen sollte
das Erkundungsprojekt beitragen, aus
dem die wiedergegeben Episoden stam-
men. Bis auf wenige Ausnahmen kam
jedes Zahlenpaar verteilt auf vier Inter-
views insgesamt viermal vor: die Zahlen
18 und 60 beispielsweise in der Abzieh-
version 60-18=x und in der Ergan-
zungsversion 18+x=60 jeweils einmal
formal und einmal als Textaufgabe (als
Beispiele vgl. die Aufgaben 4, 5, 6.)

Die in Nr. 1 als Ergdnzungsaufgabe
gedachte Textaufgabe interpretiert Jo-
Ann auch als solche, und ihre Vorge-
hensweise orientiert sich daran. lhre
Strategie, erst im Zehnerbereich und
dann im Einerbereich zu ergdnzen, ist
vermutlich die Ursache fur ihren Fehler.
Interessant wdre es zu wissen, ob sie
z.B. bei 52+ x=58 ihren Fehler ebenfalls
begangen hétte.

Auch Nr. 2 interpretiert sie zundchst
anscheinend so, wie sie gemeint war -
namlich als Abziehaufgabe (,minus
58"). Unterstellt man, dass das, was sie
sagt, auch ihre Losungsstrategie korrekt
beschreibt, dann hat sie diese Abzieh-
aufgabe allerdings ergédnzend und mit
dem gleichen Fehler gelost, der ihr auch
bei Nr. 1 unterlief. Mehrere Griinde fir
die Wahl ihrer Vorgehensweise sind
denkbar: So ist es beim Abziehen erfor-
derlich, einen Zehnertibergang zu ma-
chen. AuBerdem liegen die beiden Zah-
len relativ nah beieinander. Wegen des
geringen zeitlichen Abstands der beiden
Interviews kann aber auch ein Erinne-
rungseffekt nicht ausgeschlossen wer-
den.

Im Unterschied zu Nr. 2 passt Jo-
Anns Vorgehensweise bei der dritten
Aufgabe zu ihrer zunichst geduRerten
Interpretation: Sie zieht stellenweise ab
- zundchst die Zehner, dann die Einer.
Wenn sie sagt: , Weil 10 von vier ... 74
ist gleich 60", so meint sie damit sicher-
lich nicht, dass 74-10=60 sei, sondern
bezieht sich nur auf den jeweiligen Zeh-
neranteil des Minuenden und des Er-
gebnisses. Denn sie fligt spéter hinzu:
~Dann muss ich 6 von der 4 wegneh-
men." Obwohl Jo-Ann auf diese Weise
ein korrektes Ergebnis erzielt, bekommt
sie am Ende ihrer Erkldrung Schwierig-
keiten. Sie sucht den Ausweg darin, den
zu der zunichst gewdhlten Strategie
dhnlichen  schriftlichen  Algorithmus
durchzufihren. Doch zieht sie stellen-
weise die kleinere von der groBeren Zif-
fer ab, unabhdngig davon, ob diese sich

im Minuend oder im Subtrahend befin-
det. Leider kann man so etwas haufig
beobachten: Die den Kindern von ihren
Eltern in durchaus guter Absicht gezeig-
ten Tricks bzw. Normalverfahren produ-
zieren oft eher Fehler oder Verwirrung,
als dass sie dem Kind helfen.

Das zeigt sich auch bei der vierten
Aufgabe (60-18), die sie unmittelbar
danach rechnet: , Weil 8 von der 0 geht
nicht, das bleibt dann 8." Erst der von
der Interviewerin erzeugte Konflikt ruft
die Erinnerung an die , Ubertrags-Eins"
hervor, ohne dass sie sich dort ganz
sicher ist. Mit der AuRerung ,Nicht 16"
bezieht sich Jo-Ann vielleicht auf die
Aufgaben, bei denen die Zahlen 58, 16
und 74 miteinander verknipft wurden.
Den Fehler, den sie dann macht (50—
8=48), haben wir schon mehrfach
beobachten kénnen, eine tberzeugen-
de Erklarung sehen wir nicht. Der in so
einem Fall normalerweise herangezoge-
ne Begriff der ,Perseveration' (,Die 8
hat nachgewirkt!") erscheint uns eher
als eine Umschreibung, als dass er hier
Klarheit schafft. Eine mogliche Deutung
dieses Fehlers geben wir in den Erldute-
rungen zu den Rechenwegen Ivos (D 8).

Die 5. Aufgabe (18+x=60) ist die
am frihesten gestelite und einzige for-
male in dieser Beispielsammlung. Jo-
Ann liest diese Ergdnzungsaufgabe auch
als solche, 16st sie allerdings abziehend.
Mit 55-8 meint sie vermutlich 50-8.
Auch hier wird sie durch den Wunsch
nach einer Erklarung verunsichert, ad-
diert die 8 statt sie zu subtrahieren, und
macht dadurch aus ihrem zunéachst rich-
tigen Ergebnis ein falsches. Dass sie
abzieht statt zu ergédnzen, kann folgen-
den Grund haben: Es erscheint ihr in
diesem Fall moglicherweise leichter,
einen bekannten kleinen Schritt riick-
warts zu gehen, als festzustellen, wie
groB ein unbekannter groBer Schritt
vorwarts ist.

Die als Ergdnzungsaufgabe gemein-
te 6. Aufgabe (Textaufgabe zu: 18+
x=60) wird von Jo-Ann als solche inter-
pretiert. Ob sie diese abziehend oder
ergdnzend l0st, muss offen bleiben.
Denn ihre Antwort auf die Frage ,Wie
kommst du darauf?” ist ein Rechtferti-
gungsversuch flr das Ergebnis 52, der
dessen Kenntnis schon voraussetzt und
wie die Ublicherweise verlangte Probe
zur Rechnung 60-18 aussieht. Interes-
sant ist hier, dass sie bei ihrer Erklarung
das zunachst falsche Ergebnis korrigiert.
Wiederum sagt sie etwas, das falsch
klingt: ,52 plus 8 ist 10.“ Sie scheint
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dabei so etwas zu denken wie: ,2 plus 8
ist 10 und 50 plus 10 ist (schon) 60."
Wie sonst kann sie zum Schluss kom-
men, dass sie ihr urspriingliches Ergeb-
nis 52 um 10 verringern muss, um das
richtige zu erhalten?

Jo-Ann steht stellvertretend fiir
zahlreiche Kinder, die ganz intuitiv bei
der Subtraktion von der Strategie ,, Zeh-
ner extra, Einer extra” (auch ,stellen-
weise” genannt) Gebrauch machen,
sich damit jedoch Schwierigkeiten ein-
handeln, insbesondere, wenn sie sich
nur an den Ziffern orientieren. Das
spricht unseres Erachtens dafir, im Un-
terricht auf diese Strategie explizit ein-
zugehen, um die Probleme in produkti-
ver Auseinandersetzung zu Uberwinden.
Literaturhinweise: Baroody (1984); Beishuizen &
Klein (1997); Carpenter, Hiebert & Moser (1981);
Carpenter & Moser (1982; 1984); De Corte & Ver-
schaffel (1987); Fuson (1984; 1990; 1992); Hiebert
(1982); Geary (1994); Lindvall & Ibarra (1980);
Radatz & Schipper {1983, 73f{.).

Das abgedruckte Transkript stammt aus
dem von Lange (1995) und Schulze
(1995) durchgefiihrten Projekt. Das
Grundproblem bei Ivos Uberlegungen
besteht darin, wie er die Aufgabe
10+50=60 so abwandeln kann, dass er
eine Losung zur urspriinglichen Aufga-
be 18+__=60 erhdlt. Er bildet die
Summe 18+50=68 und uberlegt sich
daraufhin, dass 8 zu subtrahieren seien,
um zum gewdlnschten Resultat zu
gelangen. Nach einigem Nachdenken
versucht er diese 8 von der 60 abzuzie-
hen. Seine AuBerung ,Minus 8 sind 8
dann nur noch" kénnte dann - wie die
anderen Bemerkungen im Umfeld dieser
Auﬁerung vermuten lassen — bedeuten,
dass er 50 um 8 vermindert und dabei
50+8 berechnet. So gibt er an, dass an
der Stelle der Kastchen eine 58 notiert
werden misste.

Auf Impuls der Interviewerin, die
ihm die Probe nahe legt, erkennt er,
dass diese Vermutung nicht stimmt,
behalt aber weiterhin im Auge, dass er
die , 8 irgendwie mitnehmen" muss. Im
Weiteren greift er auf seine eingangs
gedulerte Idee zurtick, die 18 zu veran-
dern. Ihm ist klar geworden, dass er das
Ergebnis (60) nicht verdndern darf; und
in der ihm vorliegenden Gleichung
18+ __=60 kann man - so eventuell
seine Deutung - ja nicht die Zah! am
leeren Platz modifizieren. Die Interviewe-
rin gibt ihm jedoch zu verstehen, dass er
die 18 ebenfalls stehen lassen muss, so
dass er als Néachstes die gedachte 58 um

8 vermindern will. Nach Ruckfrage der
Interviewerin, ,von welchen 58" er
abziehen wolle, verbalisiert er nochmals
die Strategie, 18 um 8 zu vermindern.
Auch dieser Ansatz wird im Anschluss
an den Kommentar der Interviewerin
verworfen.

Diese versucht dann Ivo dazu zu
bringen, im Term 18+50 vom zweiten
Summanden 8 zu subtrahieren. Ivo hin-
gegen hat die Summe 18+58 vor
Augen und mochte die 58 um 8 vermin-
dern. Die Riickfrage der Interviewerin,
ob er denn nicht auch von 50 eine 8
abziehen kénne, bejaht er.

Zundéchst, so scheint es, handelt es
sich hierbei um eine befreiende Einsicht
(,Die ganze 50 kann ich ja veran-
dern.”). Er nimmt sich vor, die Aufgabe
50-8 zu berechnen, was zu dem Zeit-
punkt, als die Interviews durchgefthrt
wurden, eine ungewohnte Anforderung
darstellte. Das Resultat, das er erhdlt
(50-8=48), reprasentiert einen nach
unseren Beobachtungen hdufig anzu-
treffenden Fehlertyp, und Ivo liefert
durch seine Erkldrungen vielleicht einen
Schliissel zum Verstandnis desselben.
«Da zieh ich ja 10 ab. Will aber nur 8
abrechnen.” Es konnte sein, dass er
50-10 rechnet (40) und dann versucht
eine Korrektur vorzunehmen, bei der er
jedoch nicht 2, sondern eben 8 addiert.

Nach erneuter Intervention der
Interviewerin ermittelt er das korrekte
Ergebnis mit 42. Dann versucht sie ihn
dazu anzuregen, dieses Resultat durch
das Einsetzen in die urspriingliche Auf-
gabe (18 +42=60) zu tberpriifen. Seine
weiteren Ausfihrungen lassen jedoch
vermuten, dass er keinen Bezug zwi-
schen seiner einmal geduferten 42 und
der Aufgabe sah. Auf die Frage, ob
denn die 42 die gesuchte Zahl sei, ant-
wortet er schwankend, bevor die er 52
als Lésung benennt.

SchlieBlich gibt die Interviewerin
vor, er moge doch die Aufgabe 18+42
mit Steckwirfeln darstellen. Er legt
zundchst die 18, dann mit anderen
Steckwiirfeln die Zahl 60, bevor ihn die
Interviewerin erneut daran erinnert, er
moge Uberpriifen, ob 18 plus 42 gleich
60 sei. Wahrend er sagt: ,Wenn ich
jetzt erst mal von den 4 fiinfzig zutue,
von den 40 einen Zehner .... Ja.", sieht
man ihn in der Videoaufzeichnung auf
die 1 der 18 auf der Aufgabenkarte zei-
gen. Wir deuten das so, dass er in die-
sem Moment erkennt, dass die Zehner
der beiden Zahlen zusammen 50 erge-
ben und sich — was er dann allerdings
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nicht mehr sagt - die 8 und die 2 zu 10
erganzen, so dass das Ergebnis 60 her-
auskommt. Das deutet er vermutlich mit
seinem ,Ja" an.

Literaturhinweise: vgl, Literaturhinweise zu D 7.

Die Interviews, aus denen die Ausschnit-
te stammen, wurden von Spiegel durch-
gefihrt und von Carniel (1993) und
Schaumann (1993) transkribiert. Die
nachfolgend in tabellarischer Form wie-

nen moglichen Klassifizierungen dar. Fiir
weitere Informationen tiber die Turnhal-
lenaufgabe sowie den Kontext der
Untersuchung méchten wir auf Selter
(1994, 115) verweisen.

Literaturhinweise: vgl. Literaturhinweise zu D 9;
aulerdem: Murray et al. (1991; 1992).

Zundchst zu der Frage, warum die Auf-
gabe 8:9 im ersten Interview nicht
behandelt wurde: Eine Reihe von empi-

D 11 Langfristige
Lernprozesse beim
multiplikativen

Tabelle 2:

Kommentare und
Formalisierungen

dergegebenen Kommentare und Forma-
lisierungen, die sich auf die Aufgabe 1
beziehen, sind nicht mit dem Anspruch
auf Vollstindigkeit erstellt. AuBer den
hier genannten kommen auch andere

rischen Untersuchungen lasst vermuten,  Rechnen
dass Schiler hdufig in der Lage sind
Textaufgaben zu losen, wahrend sie
kontextfrei dargebotene Aufgaben

noch nicht bewaltigen kénnen (vgl. bei-

zu Aufgabe 1 Interpretationsmaglichkeiten in Frage. spielsweise Carpenter & Moser 1984).
Aufgabentyp Kommentar zur Lésungs- bzw. Kontrollstrategie mogliche Formalisierung
1.1 Mult.-Aufg. wiederholte Addition siehe Aufgabenblatt
3:4=x
12 Verteilaufg. Julia rekonstruiert ihren Losungsweg als eine Art ((8-2)-2)-2)-2=0
4:x=8 wiederholter Subtraktion. Dabei benutzt sie von vornherein
die Zahl, die das Ergebnis darstellt, so dass ihre
Vorgehensweise ihren vermutlich durch eine Schatzung
erhaltenen Losungsansatz zur Losung macht.
13 Aufteilaufg. wiederholte Subtraktion Hauptrechnung ~ Nebenrechnung
Xx-3=15 15-3=12 1. Finger abspreizen
12-3=9 2. Finger abspreizen
9-3=6 3. Finger abspreizen
(6-3)-3=0
2.1 Aufteilaufg. Wie sie ihren Losungsweg beschreibt, sieht es 16=8+8=(4+4)+(4+4)
x-4=186 nach einer fortgesetzten Halbierung aus - eine oder: 16=2-8;8=24,16=4"4
Vorgehensweise, die sich eigentlich eher bei einer oder: 16:4=(16:2):2=8:2=4
Verteilaufgabe anbietet. Es kdnnte aber auch durchaus
s0 gewesen sein, dass Julia additiv vorgegangen ist
(4+4=8;8+8=16) und die Strategie des fortgesetzten
Halbierens erst im Nachhinein entwickelt.
2.2 Verteilaufg. fortgesetzte Halbierung 12=6+6=(3+3)+(3+3)
4:-x=12 oder: 12=6+6,6=3+3
oder: 12:4=(12:2):2=6:2=3
3.1 Mult.-Aufg, wiederholte Addition; Verdoppeln 4:5=(545)+(5+5)=10+10=20
4-5=x
3.2 Verteilaufg. Julias letzte AuBerung weist darauf hin, dass sie vor der 18=3:x
3:x=18 Modellierung mit den Kldtzen den Losungsansatz 5 Gberpriift zunachst: x = 5,3+ 5 = 15; zu wenig,
und verworfen hat. Sie verwendet also systematisches Probieren. asox=6,3:6=18
3.3 Aufteilaufg. wiederholte Addition 4+4=8;8+2)+2=12,ako 8+4=12,
x:4=12 alsod+4+4=12,ak03-4=12

D 10 Informelle
Vorgehenswei-

sen bei einer

Verteilaufgabe

Fir die Aufgabe 2 vergleiche man den
Erkundungsvorschlag E 4 (Kap. 5.2).
Literaturhinweise: Anghileri (1989); Bonig (1995);
de Corte et al. (1988); Geary (1994); Greer (1992);
ter Heege (1985); Kouba (1989); Nesher (1988);
Selter {1994; 1996).

Die erforderlichen Informationen sind in
das Kapitel 3.2 aufgenommen worden.
Die dort vorgestellte Klassifizierung
stellt allerdings nur eine von verschiede-

Im ersten Interview, das vor der
Behandlung des multiplikativen Rech-
nens stattfand, wurden daher lediglich
Textaufgaben gestellt, beispielsweise
die hier dargestellte Bonbonaufgabe.
Da die Eigenproduktionen von
Achim und Marc-André nicht immer
zweifelsfreie Ruckschlisse auf deren
Denkwege zulassen, werden ihre Vorge-
hensweisen im Folgenden etwas aus-
fahrlicher erlautert. Weiterfiihrende Hin-
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weise zu den Lernbiographien beider
Schiler sowie zweier Mitschiler sind in
Selter (1994, 233) zu finden.

Wir beginnen mit einigen Hinter-
grundinformationen zu Achims Rechen-
wegen bei der Bonbonaufgabe. Im Ja-
nuar begann er damit, jedem Kind drei
Bonbons zu geben; diesen Ansatz driickte
er mit Hilfe des Zahlensatzes 3-3-3 aus,
den er jedoch umgehend einklammerte.
Daraufhin gab er jeder Person fiinf Bon-
bons, wobei er allerdings einen Fehler
beging: Er zdhlte von 24 um 5 rlickwarts
bis zur 19 und notierte den Zahlensatz
24-5. Dann zéhlte er erneut um 5 riick-
wdrts, setzte seine schriftlichen Aufzeich-
nungen fort (24-5-5) und hatte sich
dabei das Zwischenresultat 14 durch vier
abgespreizte Finger der linken Hand
gemerkt, AnschlieBend nahm er die auf
die gleiche Weise zu reprasentierende 9
als Ausgangspunkt des ndchsten rick-
wartigen Zahlprozesses und vollendete
die Gleichung 24-5-5-5=4. Die restli-
chen vier Bonbons verteilte er so gerecht
wie moglich (4-2-1-1=0). Ein Kind, so
Achim, bekdme somit sieben Bonbons,
den anderen beiden stinden jeweils
sechs zu.

Sowohl im Mérz als auch im April
malte er in linearer Anordnung vierund-
zwanzig Kreise. Er verband stets drei von
ihnen, indem er sie mit Hilfe von Durch-
bzw. Unterstreichungen markierte. In
den folgenden beiden Interviews setzte
er die Strategie ein, Geteiltaufgaben
durch die wiederholte Subtraktion gleich
grofer Zahlen zu lésen und die Zwi-
schenergebnisse jeweils zu notieren. In
den Aufzeichnungen zum flnften Inter-
view heif3t es allerdings nicht, wie man
vermuten kénnte, 24:3=81: Hinter der
8 hatte Achim einen senkrechten Strich
gezogen, der andeuten sollte, dass er die
Lésung im Kopf berechnet und die
.Merkzahlen" im Nachhinein zur Er-
klarung seines Rechenweges notiert
hatte.

Nun zu seinen Losungen zu der Auf-
gabe 8-9: Im Mirz ermittelte er zu-
néchst das Resultat von 8+ 8 zdhlend. Er
schrieb Uber den entsprechenden Zah-
lensatz eine 2 als Merkzahl und strich
diese direkt anschlieBend durch. Dann
vermerkte Achim die Gleichung 16+8=
24 unterhalb der ersten; das Ergebnis
hatte er dabei durch Weiterzihlen von
16 aus erhalten. Nun notierte er neben
der durchgestrichenen 2 eine 3 und
strich diese ebenfalls durch. Diese Pro-
zedur wiederholte er, bis er das Ender-
gebnis 72 erhalten hatte.

Im April hatte er zuvor die Aufgaben
6:3 und 7-7 gelost, indem er geglieder-
te Punktreihen gezeichnet und die
Anzahl der Kreise einzeln abgezahlt
hatte. Fir die Aufgabe 89 erschien ihm
dieses Verfahren dann als zu aufwendig.
Daher meinte er, es reiche vollkommen
aus, kleine Striche zu nehmen, von de-
nen jeweils acht durch nicht mitzu-
zéhlende Kreise abgetrennt wirden.
Interessanterweise ermittelte er das
richtige Endergebnis, obwohl der zweite
Achter lediglich aus sieben Strichen be-
stand. Er zdhlte jedoch den zweiten
Kreis gegen seine urspriingliche Intenti-
on mit, was wahrscheinlich darauf zu-
riickzuflihren ist, dass ihm das Ergebnis
von 8+8 bereits bekannt war.

Im Mai sagte Achim auf Anhieb,
dass er das Ergebnis zwar nicht kenne,
aber wisse, dass 9-9=81 sei. Den ent-
sprechenden Zahlensatz notierte er
dann auf Bitten des Interviewers. Des-
sen Frage allerdings, ob er damit auch
das Ergebnis der urspringlichen Aufga-
be ermitteln kénne, verneinte er. Statt-
dessen notierte er die Achterreihe bis zu
deren neuntem Glied, wobei er die Er-
gebnisse jeweils durch Weiterzdhlen er-
mittelte. AuBerdem verwendete er
Merkzahlen - wie bereits schon im
Méarz. Zum Schluss vermerkte er den
Zahlensatz 8-9=72 neben der eingangs
notierten Quadratzahlaufgabe. Achim
hatte wéhrend des Interviews zwar eine
vage |dee, es misse eine Beziehung
zwischen den beiden Aufgaben beste-
hen, benutzte diese jedoch nicht zur
Ermittlung des Ergebnisses. Er war aller-
dings am Schluss in der Lage, den
Zusammenhang zu verbalisieren (,,8:9=
72, weil es 9 weniger sind als 81").

Beim letzten Interview im Juni gab
er zundchst die Losung 8-9=73 an und
notierte anschlieBend hinter einem
senkrechten Strich seinen Rechenweg:
9.9 sei 81: davon miissten noch 8 sub-
trahiert werden. Zwar erhielt er erstmals
nicht die korrekte Losung, doch zeugt
sein Vorgehen von seinem wachsenden
Bemuhen, geschicktere Rechenwege
einzuschlagen, und ist somit positiv zu
beurteilen.

Nun zu Marc-Andrés Rechenwegen
bei der Bonbonaufgabe: Im ersten Inter-
view, das im Januar gefihrt wurde,
notierte er ausfihrliche Zahlensatze zur
Subtraktion. Diese sollten ausdriicken,
dass er jedem Kind in einem ersten
Schritt vier (erste Zeile), dann zwei und
schlieBlich nochmals zwei Bonbons
zuteilte (zweite und dritte Zeile). Er bil-



dete also drei Teilmengen und ermittel-
te, wie viele Elemente diese jeweils hat-
ten. Dieses Vorgehen kénnen wir als
verteilnahes Rechnen oder Aufsplitten
bezeichnen (vgl. Kap. 2. 4).

In den beiden folgenden Interviews
dnderte sich seine Vorgehensweise: Nun
bildete er Teilmengen der Machtigkeit 3
und stellte fest, wie viele Teilmengen er
auf diese Weise erhielt. Hierbei konnen
wir von einer aufteilnahen Strategie
oder vom Biindeln sprechen (vgl. Kap.
2.4). Allerdings lasst das bloRe Schreib-
produkt diesen Schluss nicht unmittel-
bar zu, denn genauso gut hatte Marc-
André in jedem Schritt jedem Kind ein
Bonbon geben und somit drei Teilmen-
gen sukzessiv entstehen lassen konnen.
Wie eine ndhere Analyse der Interview-
szene jedoch zeigte, hatte er die Aufga-
be in der Tat weitgehend kontextunab-
hdngig durch die Bildung von 3er-
Teilmengen gelost.

Ein Unterschied zwischen beiden
Interviews soll nicht unerwéhnt bleiben:
Im Mérz l6ste Marc-André die Bonbon-
aufgabe mit Hilfe seiner begleitend ent-
stehenden  Aufzeichnungen  additiv
(0+3=3; 6; 9; ...) und verkirzte die
symbolische Notation nach dem ersten
Schritt. Im April hingegen bewaltigte er
das Problem subtrahierend, wobei er
unterhalb des Striches sein Vorgehen im
Nachhinein dokumentierte.

In den letzten beiden Interviews er-
mittelte er dann die Resultate nicht I14n-
ger mit Hilfe der Addition oder der Sub-
traktion, sondern durch Anbindung an
die entsprechenden Zahlensitze der
Multiplikation (24:3=8, weil 8-3=24).
Allerdings bildete er im Mai nicht direkt
die Umkehraufgabe 8-3. Zundchst sagte
er, dass 21 Bonbons verteilt worden
seien, wenn jedes Kind sieben bekom-
men habe; daher miisse man jeder Per-
son noch eins geben (7-3=21+1+1+
1=24).

AbschlieBend kommentieren  wir
Marc-Andrés Vorgehensweisen bei der
Aufgabe 8:9. Im Mérz addierte er die 8
insgesamt elfmal, vermutlich weil er den
Uberblick tiber die Anzahl der bereits
beriicksichtigten Summanden verloren
hatte. Er schrieb folgerichtig 88 hin und
betonte, dass er eigentlich nicht 8-9,
sondern 9-8 gerechnet habe, was aber
- s0 Marc-André - nicht von Belang ge-
wesen sei. Im April und im Mai machte
er expliziten Gebrauch von Rechenstra-
tegien, die er selbst entwickelt hatte: Er
berechnete jeweils zunachst im Kopf die
richtige Antwort, notierte diese und

schrieb dann auf Nachfrage den jeweili-
gen Rechenweg auf, bei dem er sich
jeweils die Stutzpunktaufgabe 9-9 zu-
nutze gemacht hatte. Im Juni schlieBlich
hatte er die Antwort dann auswendig
parat.

Literaturhinweise: vgl. Literaturhinweise zu D 10
sowie Selter (1995a; 1995b).

Zundchst zum mathematischen Hinter-
grund: Bei der Aufgabenstellung, drei
aufeinander folgende Zahlen zu addie-
ren, erhdlt man stets das Dreifache der
sog. Mittelzahl. Dieses ist leicht einzuse-
hen, wenn man den ersten Summanden
um 1 erhoht und den dritten um 1 ver-
mindert. Die Gesamtsumme bleibt auf
diese Weise gleich und man erhélt das
Dreifache des mittleren Summanden
(1+243=(1+1)+2+(3-1)=3-2). Grund-
schiilern erschlieBt sich diese Beziehung
nicht ohne weiteres, wie auch die
Eigenproduktionen der Schiler zeigen,
die nun etwas ausfiihrlicher diskutiert
werden.

Achim vermerkte, dass die Resultate
der rechten Aufgabenserie die Dreierrei-
he darstellten. In der linken Spalte seien
zudem die jeweils untereinander ste-
henden Summanden aufeinander fol-
gende Zahlen (,Nach der Reihenfol-
ge"). AuBerdem gab er an, die Er-
gebnisse innerhalb einer Zeile seien
jeweils dieselben und unterschieden sich
von Zeile zu Zeile um 2 (!). Dies erklart
sich dadurch, dass Achim den bekann-
ten Zihlfehler beging, lediglich die bei-
den Zahlen zwischen zwei Resultaten zu
beriicksichtigen (9, 10, 11, 12).

Nina hatte die Aufgabenstruktur
erkannt und durch die Anordnung der
Zahlen kenntlich gemacht: Es seien, so
fligte sie mindlich hinzu, links stets drei
zu summierende Zahlen und rechts
stehe immer eine mit 3 zu multiplizie-
rende Zahl. AuBerdem stiinden unter-
einander und nebeneinander stehende
Zahlen jeweils in der Reihenfolge. Sie
notierte des Weiteren, ihr sei aufgefal-
len, es sei bei ,mal immer mehr als bei
plus“. Der direkte Bezug zur eigentli-
chen Aufgabenstellung war nicht er-
kennbar. Nina wollte allerdings von ihrer
Entdeckung berichten, dass Malaufga-
ben immer ein groReres Ergebnis auf-
weisen wurden als diejenigen Plusauf-
gaben, fir die man dieselben Zahlen
verwendete. Erlduternd verglich sie das
Resultat von 10-10 mit dem Ergebnis
von 10+10. Dass die Ergebnisse der
jeweils nebeneinander stehenden Auf-
gaben gleich waren, merkte sie zum

D12
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Schluss an. (,Das sind die gleichen Er-
gebnisse").

Nachdem Sebastian die erste Aufga-
be berechnet hatte (1+2+3=3+3=6)
wollte er einen Zusammenhang zwi-
schen den Plus- und den Malaufgaben
herstellen. Hierbei war es sein Bestre-
ben, aus der Aufgabe 2+3+4 dreimal
die 3 , herauszuziehen”, um somit die
Gleichheit zum Produkt 3 -3 erkldren zu
konnen. Hierzu addierte er die 2 und
die 3; davon subtrahierte er wiederum
die 2. Auf diesem Wege erhielt er — ein
wenig umstandlich — die erste 3. In der
4, so Sebastian, sei die zweite 3 enthal-
ten. Dieses verdeutlichte er durch die
Notation des entsprechenden Zahlen-
satzes (4—1=3). Die ,Reste” der bei-
den Gleichungen addierte er (2+1) und
erzeugte so — wie gewlinscht - die drit-
te 3. Dann beschrieb er einige weitere
Besonderheiten der Aufgabenstruktur:
Die einzelnen Zahlen (gemeint waren
Summanden in der Horizontalen) wiir-
den immer um 1 groRer, die Resultate
wichsen stets um 3 und der erste Fak-
tor (3) sei stets derselbe. Dann gab er
noch an, von Zeile zu Zeile wiirden die
Zahlen jeweils um 1 groBer, und ver-
wies abschlieBend auf die eingangs
bereits , bewiesene” Gleichheit beider
Ergebnisse.

Sven erklarte, die beiden Ergebnisse
einerseits sowie der zweite Summand
und der zweite Faktor andererseits seien
jeweils gleich. Er erklarte dann mit Hilfe
der ihm zur Verfiigung stehenden Platt-
chen, warum die Summe 2 + 3 + 4 dassel-
be Resultat ergebe wie das Produkt 3-3:
Man kénne doch sehen, so Sven, dass es
«in der oberen Reihe einer weniger" und
.in der unteren Reihe einer mehr” sei.
Dann zeichnete er ein entsprechendes
. Treppenmuster” und deutete im néch-
sten Schritt grafisch an, wie er aus der
unteren Reihe ein Plattchen in die obere
verschieben wirde. Dieses Vorgehen
verschriftlichte er abschlieBend: , Wenn
man ein Plittchen weg nimmt und zu
der oberen Reihe tut, dann ist es 3-3."
Auf die Rickfrage, ob sein Beweis nur
flr diese spezielle Aufgabe gelte, ant-
wortete er, die Losungsidee sei ohne
weiteres Ubertragbar, man misse dann
nur mehr Plattchen verwenden.

Neben diesen auf die Aufgaben-
struktur bezogenen Kommentaren wur-
den auch einige unerwartete Entde-
ckungen geduBert. Nachdem beispiels-
weise Markus die Serie bis zur zehnten
Zeile fortgesetzt hatte, beschrieb er
recht ausfuhrlich die Art der Aufgaben-

darbietung: Mit dem Satz ,,4 Aufgaben
sind in einer Reihe" wollte er nach eige-
nem Bekunden ausdriicken, dass jede
Plusaufgabe aus vier Zahlen bestehe.
Analog umschrieb er die Bauart der
Malaufgaben mit ,3 Aufgaben sind in
einer Reihe." AuBerdem gab er an, dass
in der Serie der Plusaufgaben jeweils
zehn Zahlen untereinander stiinden und
dass es bei den Malaufgaben urspriing-
lich vier gewesen seien und er noch
sechs hinzugefigt habe.

Danielas Eigenproduktion soll als
letztes Beispiel herangezogen werden.
Ihr war aufgefallen, die links stehenden
Aufgaben seien immer langer (,lega")
und die rechts angeordneten immer
kirzer (,kGza"). Sie setzte jedoch die
beiden Serien nicht fort und gab an, sie
habe keine weiteren Auffilligkeiten ent-

deckt (,,Mehr fillt mir nicht auf"). Auf

Nachfrage schrieb sie dann zwar noch
auf, dass die untereinander stehenden
Zahlen ,nach der Reihe” kdamen. Au-
erdem sagte sie, sie habe in der vierten
Zeile eine falsche Zahl und ein falsches
Resultat verwendet (4+5+ 3), korrigier-
te diesen Irrtum jedoch nicht.

Zur Bearbeitung der anderen Aufga-
ben wollen wir keine weiterflihrenden
Hinweise geben. Anregungen zur LO-
sung finden Sie hierzu in den Erldute-
rungen zum Erkundungsprojekt E 9
(Kap. 5.2) sowie in Steinbring (1995),
Winter (1985) und Neubrand & Méller
(1990, 49ff.).

Weitere Literaturhinweise: Miller & Wittmann
(1997); Selter (1996a); fir Beispiele Wittmann &
Miller (1992; 1995).

Die abgedruckten Transkripte stammen
aus dem von Fromm (1993) durchge-
fuhrten Projekt.

Erlauterungen zu den Lésungswe-
gen von Lina und von Sebastian finden
sich in den Kapiteln 2.2 und 2.4.

Weitere Literaturhinweise: Fromm & Spiegel (1996);
Selter (1996); Spiegel & Fromm (1996).

Die abgedruckten Transkripte stammen
aus dem von Fromm (1993) durchge-
fuhrten Projekt. Die Antwort, die Anni-
ka gleich zu Beginn des Interviews gibt
(13), wirkt zunachst vermutlich genauso
undurchsichtig wie ihre nachfolgenden
Erklarungen. Eine genauere Analyse
scheint jedoch darauf hinzudeuten, dass
sie durchaus verninftige Uberlegungen
angestellt hat, allerdings fir uns nur
schwer als solche zu erkennen.

Der Satzanfang ,Ich hab erst 8
durch 4 gerechnet, das waren 12" (Zeile
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4) ist auf Anhieb eigentlich nicht zu ver-
stehen. Aber all das, was Annika im wei-
teren Verlauf des Interviews sagt, legt
die Vermutung nahe, dass sie sich Fol-
gendes gedacht hat: ,60, das sind 6
Zehner. In jedem Zehner steckt eine 8,
also steckt in der 60 schon mal 6-mal die
8. Dann hat man 12-mal die 4, denn
zweimal 4 sind 8. Also hat man 12-mal
4 und einen Rest." Formal ausgedriickt:
60=6-10; 10=8+2; 6-10=6-8+e€in
Rest; 8=2-4; folglich 6-10=12-4+
Rest. Annika meint also keineswegs,
dass 8:4 gleich 12 sei, sondern wohl
Folgendes: , Ich habe zunichst 8:4 ge-
rechnet. Und da 8 das Doppelte von 4
ist, sind es doppelt so viele Achter, nam-
lich 12.*

Im Weiteren sagt Annika (Zeile 4/5):
... und dann hab ich die Reste davon,
das war bei jedem 2, und dann hab ...
und das waren dann wieder 12 ..." Hier
hat sie vermutlich wie folgt Uberlegt:
.Wenn ich von jedem der sechs Zehner
8 wegnehme, bleiben jeweils 2 Ubrig.
Bei 6 Zehnern hat man also 6 Zweier
Gbrig und das sind zusammen 12." For-
mal notiert: 60=6-10; 10=8+2; 6-2=
12; also 60=12:-4+12. Das erklart
moglicherweise auch die (nattirlich nicht
korrekte) Antwort 13: ,,12-mal 4 und
dann nochmal 12, also 13-mal 4.

In Zeile 15 schreibt Annika dann:
6:8=6. Auf Nachfrage der Interview-
erin bemerkt sie, dass die Gleichung in
dieser Form nicht stimmt, und streicht
sie durch. Nimmt man jedoch an, dass
sie sich dabei etwas Verniinftiges
gedacht hat, so ist der folgende Gedan-
kengang durchaus plausibel: Bei der
Niederschrift der Gleichung handelt sich
um eine Gedichtnisstitze, um auf die
Frage, wie weit sie gekommen sei, ant-
worten zu kénnen. In ihrem Denkmo-
dell passt die 8 zunéchst 6-mal in die 60.
Nur den Term 6-8 aufzuschreiben
kommt ihr vielleicht als nicht ausrei-
chend vor, da im Mathematikunterricht
Zahlbeziehungen und Ergebnisse nor-
malerweise in Form von Gleichungen
auftreten. So macht Annika aus 6-8 die
(falsche) Gleichung 6-8=6, die als Pro-
tokoll ihres Denkprozesses aufgefasst
werden kann: 6-mal 8, also schon mal 6
Achter.

Die AuRerung (,, Da waren 12 tbrig,
daraus hab ich dann noch mal 8 ge-
macht, und 2 waren dann (brig, dann
hab ich 13-mal 4 gehabt.") in Zeile
18/19 kann vielleicht so interpretiert
werden, dass sie ihre Strategie, Achter
abzuspalten, auch bei der 12 zum Ein-

satz bringt, sich jedoch vielleicht davon
beeinflussen ldsst, dass es zuvor jeweils
Zehner waren, von denen sie ausging.
Wir vermuten, dass sie daraufhin glaubt
ihre Losungsstrategie erldutert zu haben
und so bestdtigend zu ihrem schon wei-
ter oben genannten Ergebnis (13-mal 4)
zuriickkehrt.

Die AuBerung in Zeile 22 (,Hab ich
aber dabei nicht ... gleich weitergerech-
net.”) deutet darauf hin, dass ein weite-
res Missverstandnis vorliegt: Die Inter-
viewerin nimmt an, Annika habe 6-8=
48 berechnet und die Differenz zwi-
schen 48 und 60 ermittelt. Annika hin-
gegen stellt sich aller Wahrscheinlichkeit
nach die 60 als 6 Zehner vor und errech-
net die 12 als 6-2.

In den Zeilen 38 bis 42 setzt Annika
konsequent ihre Strategie fort, Achter
abzuspalten, und notiert 12-8=4. Die
so erhaltene 8 wandelt sie in zwei Vierer
um und zdhit diese zu den bereits erhal-
tenen zwolf hinzu, so dass sie zur
Losung 14 mal 4 gelangt. Die noch feh-
lende 4 aus der Gleichung 12-4=8 ver-
gisst sie dabei vermutlich.

Wir schlieBen mit zwei generellen
Anmerkungen: Haufig verwendet Anni-
ka falsche Sprechweisen flr eigentlich
richtige Gedanken (2-mal 8 sind 4
usw.). Bei der Interpretation des Trans-
kripts sollte man sowohl dieses beden-
ken als auch die Tatsache, dass Annika
die einzelnen Teilsatze ggf. ganz anders
aufeinander bezieht, als wir Erwachsene
es vermutlich tun wirden.
Literaturhinweise: vgl. Literaturhinweise zu D 13.

Die abgedruckten Transkripte stammen
aus dem von Fromm (1993) durchge-
fuhrten Projekt. Bei einigen Schilern
fallt auf, dass teilweise mehrere Minu-
ten vergehen, bevor sie eine Antwort
geben. Das erscheint uns jedoch voll-
kommen verstindlich zu sein, wenn
man bedenkt, dass die interviewten Kin-
der erstmalig = zumindest in der Schule
- mit solchen Anforderungen konfron-
tiert wurden. Wenn wir im Folgenden
einige Anmerkungen zu den Losungs-
strategien machen, geschieht das unter
dem Vorbehalt, dass sich nattrlich nicht
alles, was die Kinder Uberlegt haben,
in dem wieder finden ldsst, was sie
sagen.

Andrea machte sich eine Stutzauf-
gabe zunutze: 5-4=20, also 5-40=200.
Hier gibt es keine Indizien fur die Beteili-
gung einer Aufteilvorstellung (, Wie oft
passt die 40 in die 200?") oder einer
Verteilvorstellung (,, Welches ist der vier-
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9

zigste Teil von Hundert?"). Ihr Vorge-
hen scheint kontextunabhéngig zu sein.

Britta, die nach ihren Angaben von
einem Erwachsenen aufBerhalb der
Schule Tricks zum ,Nullanhdngen”
gezeigt bekommen hatte, schloss von
20:4=5 auf 200:40=50. Der Versuch
der Interviewerin, sie auf ihren Fehler
aufmerksam zu machen, scheiterte.
Zwar wusste Britta offensichtlich, dass
50 ein zu groRes Ergebnis war, und sie
verminderte es auch auf 25. Jedoch
hatte sie momentan wohl keine andere
Strategie parat, als weiter systematisch
zu variieren. Die Interviewerin machte
daher den Vorschlag, die Bearbeitung
dieser Aufgabe abzubrechen.

Liest man im Transkriptausschnitt
des Interviews mit Julia lediglich bis zu
der Stelle, an der sie sagt: ,Ich hab -
dhm - 40 und 40 sind 80", so kann man
durchaus vermuten, dass sie aufteilnah
rechnete. Sie schien sich zu fragen, wie
oft die 40 in die 200 hineinpasste. Diese
Herangehensweise passt auf den ersten
Blick nicht zur Aufgabenstruktur, denn
dort ist nach dem vierzigsten Teil von
200 gefragt. Wenn man jedoch weiter-
liest, muss man die urspriingliche An-
nahme verwerfen: Julia orientierte sich
sehr wohl am Kontext und verteilte die
Personen einzeln auf die Boote — bei
jedem Schritt eine 40er-Gruppe. Dann
musste sie nur noch feststellen, wie oft
sie diesen Schritt durchflihren konnte,
um zu wissen, wie viele Leute in einem
Boot waren. Mit ihrer Erklarung lieferte
sie gleichzeitig eine Begriindung dafr,
dass die Verteilfrage ,Welches ist der
vierzigste Teil von 200?" dieselbe Ant-
wort besall wie die Aufteilfrage ,Wie
oft passt die 40 in die 200?". Diese Aus-
tauschbarkeit ist fiir uns Erwachsene so
selbstverstandlich geworden, dass wir
uns gar nicht mehr dariber wundern.
Julias Erlauterung zeigt, dass man diesen
Sachverhalt verstehen kann ohne z.B.
die Kommutativitdit der Multiplikation
ins Spiel zu bringen.

Fur Raphael stand die Aufgabe
200:40 in Analogie zu der von ihm
bereits gelosten 300:60, wo die 60 das
Doppelte der in der 300 steckenden 30
war — so wie hier bei 40 und 20. Daher
musste hier auch 5 herauskommen. Im
Weiteren erklérte er, wie er diese Bezie-
hung ausgenutzt hatte: Er begann mit
200:20=10. Nun setzte er sein Wissen
ein, dass die Verdoppelung des Divisors
die Halbierung des Quotienten zur
Folge hat, und kam daher zu 200:40=5.
Formal  ausgedriickt:  200:20=10,

40=2-20; also 200:40=(200:20):2=
10:2=5.

Sebastian schlieBlich stellte fest,
wievielmal die 40 in die 200 passte,
rechnete also aufteilend. Es gibt — im
Unterschied zu Julia — keinen Hinweis
darauf, ob dennoch méglicherweise die
Vorstellung eines Verteilvorgangs mit im
Spiel ist.

Eine weitere Losung zu dieser Auf-
gabe - namlich die von Annika — kann
dem Kapitel 2 entnommen werden.
Literaturhinweise: vgl. Literaturhinweise zu D 13.

Die abgedruckten Transkripte stammen
aus dem von Fromm (1993) durchge-
fuhrten Projekt. Im ersten Interview
ermittelte Jana das Ergebnis durch fort-
gesetzte Addition, d.h. sie addierte stets
12, bis sie bei der 60 ankam. Diese Vor-
gehensweise lasst darauf schliefen, dass
sie die formale Aufgabe 60:12 als Auf-
forderung interpretierte festzustellen,
wie oft die 12 in die 60 passte. Warum
sie zwischendurch das Resultat von 5
mal 12 mit 80 angab, entzieht sich fir
uns einer plausiblen Erklarung.

Im zweiten Interview nannte Jana
zundchst die Antwort 6 und erlduterte
ihre Strategie, auf jeden Tisch wieder-
holt jeweils zwei Kerzen zu stellen. In
diesem Zusammenhang tauchte dann
die Zahl 10 auf. Eine mogliche Deutung
scheint uns zu sein, dass Jana zundchst
nicht von 12, sondern von 10 Tischen
ausging. Unter dieser Annahme ermit-
telte sie die Menge der Kerzen und
gelangte so zum Ergebnis 6. Hierfur
spricht auch, dass sie im Weiteren die
Interpretation ihrer Denkweise durch
die Interviewerin bestdtigte, es seien
vierzig Kerzen, wenn auf jedem Tisch
vier von ihnen stiinden.

Auf Intervention der Interviewerin
stellte sich Jana dann die 12 Tische vor.
Sie platzierte zunachst jeweils zwei Ker-
zen auf jeden von ihnen - das seien
schon mal 24 Kerzen. Dann stellte sie
zwei weitere Kerzen auf jedem Tisch
hinzu und gelangte somit zum Zwi-
schenresultat 48. Wie Jana anschliefend
erklrte, hatte sie anschlieBend zundchst
nochmals jeweils zwei Kerzen fir jeden
Tisch veranschlagt, kam allerdings beim
Zédhlen in Zweierschritten von 48 aus
tiber die 60 hinaus (,,... aber das ging
nicht ..."). Also probierte sie es mit je
einer zusatzlichen Kerze auf jedem Tisch
und kam so zum richtigen Ergebnis. Fir
Jana stellte sich diese Aufgabe ganzlich
anders dar als die im ersten Interview
gestellte formale Aufgabe mit den glei-
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Rechenstrategien
zur Subtraktion im
Tausenderraum

chen Zahlen. Sie orientierte sich bei
ihrem Losungsweg streng am Aufga-
benkontext (Verteilstruktur) und ging
daher ganz anders vor.

Janas Erkldrung im dritten interview
beschreibt vermutlich nur den letzten
Teil ihrer Uberlegungen. Um ndmlich
den von ihr benannten Lésungsweg zu
gehen (symbolisch ausgedriickt: 60:
12=50:10+10:2), bei dem sowohl der
Dividend als auch der Divisor zerlegt
werden, muss man eigentlich die Lo6-
sung bereits parat haben. Welche Ge-
danken diesem Rechenschritt vorangin-
gen, muss im Dunkeln bleiben. Eine
mogliche Deutung: Wenn sie sich — was
vom Kontext her nahe liegt - fragte, wie
viele Zwdélfen zusammen 60 ergaben,
konnte sie sich liberlegt haben, dass es
sicherlich nicht 6 sein konnten, weil ja
schon 6 Zehner 60 ergeben. Somit
mussten es weniger sein, beispielsweise
5. Sie tberprufte dann ihre Vermutung,
benutzte dabei die Zerlegung von 12 in
10+2 und wurde bestatigt. Nachste-
hend sind in einer Gleichungskette
mathematische Beziehungen formali-
siert wiedergegeben, von denen sie
dabei Gebrauch gemacht haben kénnte:

60=50+10=5-10+10=(10+10+
10+10+10)+(2+2+2+2+2+2)=(10+
2)+(10+2)+(10+2) +(10+2) +(10+2)
=5-12
Literaturhinweise: vgl. Literaturhinweise zu D 13.

Die Schiilerlosungen sind nicht in Inter-
views, sondern wéihrend des Unterrichts
entstanden (vgl. Sundermann & Selter
1995). Insofern konnen wir hier keine
Detailanalysen anstellen. Die gleichwohl
gut vorzunehmenden Klassifizierungen
der Vorgehensweisen konnen unter-
schiedlich fein angelegt sein und auch
mit unterschiedlichen Schwerpunktset-
zungen erfolgen. Wir wollen im Weiteren
lediglich eine grobe Orientierung geben.
Generell erscheint es uns als eine
sinnvolle Herangehensweise, die Strate-
gien folgendermaBen zu unterscheiden:
m Getrenntes Abziehen der Hunderter,
Zehner, Einer ohne (z. B.: 216-100-
40-8; 216—-8-100-40) oder mit Auf-
splitten der Zehner- bzw. der Einerzahl
(z. B.: 216-100-20-20-8; 216-100-
40-4-4),
m Abziehen und dabei Aufsplitten des
Subtrahenden, mit dem Ziel ,glatte”
Zwischenergebnisse zu erhalten (z. B.:
216-6-10-100-10-2; 216-16-100 -
30-2),
m Abziehen und dabei Ausniitzen einer
Hilfsaufgabe (216-150+2) sowie

m Ergidnzen, wobei auch hier wieder
Unterschiede zwischen den einzelnen
Vorgehensweisen festgestellt werden
kénnen.

Interessant und dem vorliegenden
Dokument nicht zu entnehmen - und
damit auch auf die Grenzen der hier ver-
wendeten Dokumentationsform am
Rechenstrich verweisend - ist, dass
Canan nicht vorwirts von 148 auf 216
erganzte, sondern in einer Art riickwér-
tigen Ergdnzens zur Ldsung gelangte.
Sie rechnete 216-6-10-2-30-20=
148, Wir entnehmen diese Zusatzinfor-
mation den von den Schiilern zusatzlich
symbolisch notierten Rechnungen, die
in D 17 nicht abgedruckt sind.

Ein methodischer Hinweis: Zur Aus-
einandersetzung mit der Aufgabenstel-
lung scheint es uns ein geeignetes Ver-
fahren zu sein, eine Kopie von D 17 zu
zerschneiden, so dass man die einzelnen
Schilerlosungen frei verschieben und
zuordnen kann.

Eine interessante Zusatzaufgabe flr
die Leserin koénnte darin bestehen, die
von den Schilern entwickelten Rechen-
wege mit den in Wittmann & Mdiller
(1992, 20ff.) oder Beishuizen & Klein
(1997) dargestellten Rechenmethoden
zu vergleichen. Dabei zeigt sich u. a.,
dass der Rechenstrich — wie auch die
Steckwdirfel (vgl. D 5 bzw. D 6) — Vor-
teile, aber auch Einschrdnkungen bie-
tet.

Weitere Literaturhinweise: Beishuizen (1993); Beis-
huizen & Klein (1997); Sundermann & Selter (1995).

Hintergrundinformationen zu den ange-
fuhrten Beispielen finden sich im Kapitel
34,

Literaturhinweis: Spiegel (1993).

Hintergrundinformationen zu  dem
Transkript finden sich im Kapitel 3.3.
Literaturhinweise: Baruk (1989); Freudenthal (1984);
Radatz (1983); Selter (1994a); Stern (1992).

Fir den mathematischen Hintergrund
maochten wir dazu auf Selter & Scherer
(1996) verweisen, flir weitere Informa-
tionen didaktischer Art auf Scherer &
Selter (1996) bzw. fur das erste Schul-
jahr auf Scherer (1996). Stichwortartig
wollen wir nur anmerken, dass es insge-
samt 17 mogliche Startzahlparchen gibt,
die zu der Zielzahl 100 fihren — voraus-
gesetzt, man lasst die O als Startzahl zu.
Etwas ausfiihrlicher wollen wir im Fol-
genden die Schiilerlésungen aus dem
Unterricht diskutieren (vgl. Scherer &
Selter 1996).

D 18 Informelle
Strategien zur Addi-
tion zu Beginn des
3. Schuljahrs

D 19 Dennis und
Sebastian bearbeiten
«Kapitinsaufgaben

D20
Zahlenketten -
Vorgehensweisen
von Drittkldsslern
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Pinar hat die siebzehn Losungen
sehr systematisch untereinander ge-
schrieben. Peter wdhlte von Anfang an
recht grofle Zahlen. Bei der zweiten
Aufgabe unterlief ihm vermutlich der
Fehler, dass er den Ubertrag der 10er-
Stelle zusatzlich noch bei der 100er-Stel-
le berticksichtigte. Die beiden folgen-
den Zahlenketten beinhalten zwar die
100, jedoch nicht als Zielzahl. Nachdem
er eine korrekte Losung gefunden hatte
(20, 20), versuchte er es im Weiteren
haufiger mit jeweils gleichen Startzah-
len. Dann zeigte sich der Reiz des
+Spiels mit Zahlen": zundchst die Ver-
wendung der Startzahlen 1, 1 und
anschlieBend die Wahl glatter 100er-
Zahlen. Seine Zielzahlen fihrten dabei
im Ubrigen jeweils iber den , offiziell
bekannten 1000er-Raum hinaus. Ab-
schlieBend konzentrierte er sich wieder
auf das Erreichen der Zielzahl 100,
indem er die Startzahlen operativ veran-
derte (z.B. Festhalten der ersten Start-
zahl und Erhohen bzw. Erniedrigen der
zweiten).

Mit Ausnahme der zweiten Aufgabe
(3, 9) wabhlte Julia gemischte 10er-Zah-
len: Nachdem das erste Startzahlpér-
chen (14, 26) zur Zielzahl 106 fiihrte,
verminderte sie - vermutlich unter
Bezug auf diese Aufgabe — den ersten
Summanden um 1 und den zweiten um
5, um durch diese Gesamtverminderung
um 6 die gewinschte Zielzahl zu
bekommen. AnschlieBend versuchte sie,
diese durch Erhéhung einer der beiden
bzw. beider Startzahlen um 1 zu errei-
chen. Nachdem sie eine Lésung gefun-
den hatte, wihlte sie den Ansatz, die
Summe beider Startzahlen unverdndert
zu lassen und (vermutlich) das Gesetz
von der Konstanz der Summe anzuwen-
den.

Christina wahlte anfangs gemischte
10er-Zahlen, erreichte aber stets zu
groBe oder zu kleine Zielzahlen. Sie ging
dann zu glatten 10er-Zahlen tiber und
erhielt mit dem Startzahlpaar (50, 0) die
erste Losung. AnschlieBend betrachtete
sie weitere 10er-Zerlegungen der 100
(dritte und vierte Zahl: (40, 60); (30, 70))
und berechnete die Zahlenketten (wahr-
scheinlich) riickwarts, was sie in ihrem
vorletzten Beispiel zu einer (korrekten!)
negativen Startzahl fiihrte. Vermutlich
wollte sie dann die beiden Startzahlen
gegensinnig um 20 verdndern, wobei
sie bei der ersten Startzahl jedoch nicht
das negative Vorzeichen beachtete.

Tim berechnete insgesamt 26 Zah-
lenketten. Als Startzahlen wahlte er

zundchst ausschlieBlich glatte 10er-Zah-
len. Dabei brachte er wechselnde Stra-
tegien zum Einsatz, die sich meistens auf
die vorangehende Aufgabe bezogen. So
sind u.a. eine Reihe doppelter Lésungen
zu erkldren. Da die Wahl der glatten
10er lediglich in einem Fall zum Erfolg
fuhrte, ging er zu gemischten 10ern
Uber. Er hielt dann meist eine Startzahl
fest und variierte die andere Startzahl.
Literaturhinweise: s. o.

Die abgedruckten Transkripte stammen
aus dem von Théne (1995) durchge-
fuhrten Projekt. Ein Interviewplan fir
ein Erkundungsprojekt zum Rechnen
mit Nummern ist in Kap. 5.2 (E 6) abge-
druckt. Dort finden sich auch ergénzen-
de Informationen zu den in D 21 vor-
kommenden bzw. zu weiteren Auf-
gabenstellungen.

Zu Aufgabe 1: Eine Erklarung, die
durch zahlreiche Erfahrungen mit ande-
ren dhnlichen Aufgaben gestiitzt wird,
ist die folgende: Die Kinder interpretie-
ren die Aufgabe als eine, bei der die Dif-
ferenz der gegebenen Zahlen zu be-
rechnen ist, und ermitteln diese durch
Abziehen oder Erganzen. Es entspricht
ja auch ihrer Erfahrung, dass bei einfa-
chen Textaufgaben eine der vier Grund-
rechenoperationen verwendet wird.
Dass Addition, Multiplikation bzw. Divi-
sion hier nicht in Frage kommen, bedarf
keines langen Uberlegens.

Nicht ganz auszuschlieBen ist jedoch
die Moglichkeit, dass die Kinder —
durchaus vertraglich mit dem gew&hnli-
chen, nicht immer eindeutigen Sprach-
gebrauch — den 4. Oktober als den letz-
ten Schultag ansehen, an dem die Ferien
begonnen haben, und diesen daher
nicht als Ferientag mitgerechnet ha-
ben. Ob ein Kind so gedacht hat, kann
durch Nachfrage festgestellt werden.

Die nachfolgend wiedergegebene
Fortsetzung des Gesprichs mit Jennifer
deuten wir so, dass sie zundchst den 4.
als Ferientag ansah. Diese Annahme
verwarf sie dann allerdings, wobei ihr
der Sprachgebrauch zugute kam, als sie
erkannte, dass sie so in einen Wider-
spruch zu ihrem Rechenergebnis geriet.

Zu Aufgabe 2 a: Jennifer beging hier
den gleichen Fehler wie bei der obigen
Aufgabe. Die Zahlen 13 und 23 wurden
im Ubrigen auch bewusst gewahlt, um
die Verlockung zu erhohen, die Diffe-
renz zu berechnen. Erst bei der Frage
beziiglich der Seiten 13 und 14 wich sie
von ihrer Strategie ab, weil sie da unmit-
telbar sah, dass dies zwei Seiten waren.

D 21 Zum Rechnen
mit Nummern



-----------------------------------------------------------------------

Ich hab hier so einen Kalender ... (holt den Kalenderstreifen herbei und legt ihn vor J) da kannst du
mal drauf gucken ... kannst hier auch die Klétze benutzen, wenn du mdchtest.

(nach ca. 7 Sekunden) Ja ich habe ... ich hab hier zum 4. gerechnet bis ... hierhin (zeigt erst auf den 4,
und dann auf den 7. im Kalenderstreifen).

Hm ... Stell doch mal Kl6tze auf die Ferientage.

(stellt zuerst einen Kegel auf den 4., dann einen weiteren auf den 5.) Nee... doch (Nach Unsicherheit, den

Kegel auf der 4 betreffend, greift sie zunachst zu einem dritten Kegel, nimmt jedoch dann den von der 4, stellt gg‘:} g
ihn auf die 6 und stellt den dritten Kegel auf die 7, so dass nebenstehendes Bild entsteht.) 77 @
Vorhin hattest du doch auch nen Klotz auf dem 4. stehen? (zeigt auf den 4. im Kalenderstreifen) Bea
Ja, es sind aber nur 3 (lacht kurz). 950

Und warum hast du den da weggerdumt?

Weil der 4. ... dhm ... ich glaub, das ist der letzte Schultag vor den Ferien.

Ja ... hier steht ... in diesem Schuljahr haben unsere Herbstferien am 4. Oktober angefangen
(I deutet dabei auf die Aufgabenkarte).

(nach ca. 6 Sekunden) Dann sind es von 4 bis 7 sind 4.

Dadurch geriet sie jedoch in Wider-
spruch zu ihrem vorherigen Ergebnis.
Diesen loste sie allerdings nicht durch
dessen Korrektur, sondern indem sie ihr
Schema konsequent weiter benutzte.
Dass ihr dabei nicht ganz wohl war,
zeigte ihre letzte Reaktion.

Aber sie wusste sich auch hier zu hel-
fen, wie man dem weiteren Verlauf des
Gespraches entnehmen kann. Dabei kam
ihr die Mehrdeutigkeit der Sprache zur
Hilfe: Das, was gewdhnlich ein Blatt ge-
nannt wird, nennen wir manchmal auch
eine Seite. Und wenn diese vorne mit der
Seite 13 und hinten mit der Seite 14
bedruckt ist, dann hat man je nach Inter-
pretation eine oder zwei Seiten gelesen.

Zur Aufgabe 2 b: Dennis hat wohl
aus der dritten Aufgabe gelernt, dass -
berechnet man die Differenz — sich ein
zu kleines Resultat ergibt. Filschlicher-
weise vermutete er daher, dass dabei
beide Randzahlen nicht berlcksichtigt
wurden, und erhéhte zum Ausgleich die
Differenz um 2.

Zu Aufgabe 3: Mit ,erst gar nicht
dazugezahlt" wollte Christoph vermut-
lich ausdriicken, dass er zundchst 5 als
Ergebnis ermittelte. Dann erinnerte er
sich — vermutlich — daran, dass er bei
den Aufgaben 3 und 5 gelernt hatte,
dass die einfache Differenz bei diesen
Aufgaben um 1 zu klein war. Aus die-
sem Grund erhéhte er sein Resultat um
1, was in diesem Fall zu einem falschen
Ergebnis fuhrte.

Zu Aufgabe 4: Wir vermuten, dass
Romina zunéchst — wie fast alle Kinder —
die Zahlen einfach addierte. In dem
Moment allerdings, in dem sie zu einer
Erklarung aufgefordert wurde, ent-
wickelte sie eine korrekte Vorstellung
von der Situation. Diese héitte sie zu
einem richtigen Ergebnis fuhren kon-
nen, wenn sie den Widerspruch zu
ihrem ersten Ergebnis bemerkt hatte.

Mit der Gummibédrchenmaschine
wurde eine analoge Situation mit simul-
tan erfassbaren Anzahlen prdsentiert,
die es den Kindern ermoglichte, selbst
herauszufinden, warum die Addition bei
dieser Aufgabe nicht zu einem korrek-
ten Ergebnis flhrte. 27 Kinder kdnnte
man unter den gegebenen Randbedin-
gungen nur dann erhalten, wenn man
eins durchschneiden wiirde — ein Bild,
das Romina benutzte um auszudriicken,
dass man bei der Summenbildung ein
Kind doppelt berticksichtigen wiirde.
Literaturhinweis: Spiegel (1989).

Wir haben bewusst ein breites Spektrum
an Losungsmoglichkeiten zu beiden
Aufgaben abgedruckt. Dieses reicht von
Bearbeitungen, bei denen die vorhande-
nen Zahlenwerte anscheinend schema-
tisch und ohne Beachtung des Kontexts
miteinander verknlpft wurden, bis hin
zu mathematisch sehr anspruchsvollen
Losungswegen. Sowohl die Aufgaben
als auch die Lésungen der Schiiler kén-
nen unseres Erachtens ohne weiter-
fiilhrende Hinweise bearbeitet werden.

Die abgedruckten Schilerlésungen
stammen aus dem von Schulte (1994)
durchgefihrten Projekt.

Fehlldsungen im Mathematikunter-
richt entspringen nur selten einem zu-
falligen Verhalten der Schiiler: Vielfach
beruhen sie auf individuellen und fir
die Schiler sinnerfillten Regeln und L6-
sungsstrategien (vgl. etwa Radatz 1980).

Wenn wir im Folgenden die Fehler-
strategien der vier Kinder skizzieren,
beschreiben wir deren Vorgehensweisen
vor dem Hintergrund einer Erganzungs-
vorstellung.

Annika ergdnzte korrekt, nahm al-
lerdings einen Ubertrag nur dann vor,
wenn im Subtrahenden eine leere Stelle
war.

Abb. 13:
Kalenderausschnitt

D 22 Viertkladssler
bearbeiten
~Probleme der
Woche"

D 23 Fehleranalyse
bei der schriftlichen
Subtraktion
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Ein fllichtiger Blick auf die jeweils
ersten beiden Zeilen in Johannas Losung
lassen (falschlicherweise) Folgendes ver-
muten: Falls ein Ubertrag erforderlich
war, erhdhte sie in der entsprechenden
Spalte den Minuenden um 10 und im
nédchstgroBeren Stellenwert den Subtra-
henden um 1. Schaut man sich die
Resultate an, so wird man gewahr, dass
sie allerdings nicht die herkdmmliche
Technik des Erweiterns anwendete. Die-
ses kann man auch daran erkennen, dass
sie an jeweils einer Stelle in der zweiten
(2-2) bzw. der dritten Aufgabe (6-6)
einen Ubertrag sah, der vor dem Hinter-
grund der erwdhnten Erweiterungsvor-
stellung nicht existieren konnte.

Des Ratsels Losung: Johanna ver-
wendete eine Mischform aus der Borge-
und der Erweiterungstechnik, indem sie
sowohl die Ziffer im Minuenden auf
Kosten der links davon stehenden um 10
vergroRerte, als auch die Ziffer im néchst-
grofReren Stellenwert des Subtrahenden
um 1 erhéhte. Lediglich bei einer Leer-
stelle im Subtrahenden brachte sie diese
Strategie nicht zum Einsatz. Johanna und
Monika hatten, da sie erst seit einiger
Zeit in Deutschland lebten, die Technik
des schriftlichen Subtrahierens im Ubri-
gen nicht gemdR dem bei uns vorgese-
henen Normalverfahren gelernt.

Monika beriicksichtigte den Uber-
trag (Borgen und Erweitern) jeweils
dann doppelt, wenn zwei gleiche Ziffern
untereinander standen, rechnete anson-
sten korrekt, auch wenn Ubertrdge zu
machen waren. Die Schwierigkeit, dass
im jeweils groBten Stellenwert zweimal
eine groBere von einer kleineren Ziffer
zu subtrahieren war, ein Ubertrag aus
offensichtlichen Griinden jedoch nicht
moglich war, l6ste sie, indem sie einen
+nicht vorhandenen Zehner borgte”.
Konsequenterweise hatte sie hier aller-
dings bei der zweiten Aufgabe eine 8 an
der Hunderttausenderstelle eintragen
miissen, da sie die Differenz von 10 —im
Minuenden — und 2 - im Subtrahenden
— hatte berechnen missen.

Marcel ergénzte stets spaltenweise
vom Minuenden zum Subtrahenden.
War die untere Ziffer groBer oder gleich
groB, erginzte er - gemaf seiner
Rechenrichtung - korrekt, ohne Uber-
trage in irgendeiner Form zu berulcksich-
tigen. War die untere Ziffer kleiner oder
befand sich dort eine Leerstelle, notierte
er eine Eins und ergénzte so zur um 10
groBeren Zahl bzw. zur 10.

Wenn man demnach die Aufgaben
mit der jeweiligen Fehlerstrategie 16st,

so erhdlt man die folgenden Resultate:

a) Annika: 8063 (Annikas Lésung,
méglich wére aber auch:
9063), 59808, 42080

b) Johanna: 3246, 1238, 778

¢) Monika: 41960, 80388

d) Marcel: 9652,9612, 7459

Literaturhinweise: Bender (1994); Fihrer (1984);

Gerster (1982); Padberg (1986, 138ff); Radatz

(1980); Radatz & Schipper (1983, 111ft); Mosel-

Gobel (1988).

Zunichst mochten wir festhalten, dass
viele der Rechnungen, die Marcel
durchfiihrte, korrekt sind. Fehler im Ein-
maleins und im Einspluseins haben wir
nicht feststellen kénnen.

Versucht man Marcels Lésungen
ohne Zuhilfenahme der Nebenrechnun-
gen zu verstehen, so kann man nach
langerem ,Knobeln" feststellen, dass er
die Ergebnisse der Aufgaben 1a, 1d, 2a
und 2b wie folgt ermittelt haben kénn-
te: Er addierte zunachst die Ziffern des
rechts stehenden Faktors .und muiltipli-
zierte dann das Ergebnis mit dem links
stehenden Faktor, indem er das tbliche
Verfahren benutzte.

Dass zu 1a keine Nebenrechnung
vorliegt, spricht dafir, dass er zumindest
bei dieser Aufgabe tatsachlich so vorge-
gangen ist. Seine Nebenrechnung zu
der Aufgabe 2a (2700+630+36) be-
statigt das auch hier, wenn auch mit
einer Einschrankung: Er multiplizierte
tatsdchlich 374 mit 9, aber nicht in der
schriftlichen Endform, sondern halb-
schriftlich durch das schrittweise Abar-
beiten der Hunderter, Zehner und Einer.
Bei den Aufgaben 1d und 2b addierte er
die Ziffern des rechten Faktors nicht,
sondern multiplizierte sie einzeln jeweils
mit den Hunderten, Zehner und Einern
des linken Faktors. Er benutzte ein von
der Struktur her korrektes halbschriftli-
ches Verfahren mit dem einzigen Fehler,
dass er die Stellenwerte der Ziffern des
einen Faktors nicht berlcksichtigte. Bei
der Aufgabe 1b ging er ebenso vor, nur
dass er 280 statt 28 notierte.

Bei 2 ¢ berechnete er das Teilprodukt
8467 korrekt. Bei 846-6 las er — durch-
aus verstdndlich - die 6 im zweiten Fak-
tor vereinzelt als 8 und berechnete als
Erstes 800-8. Zwar notierte er nur 640;
es ist aber durchaus moglich, dass er
zundchst 6400 geschrieben und dann
die letzte O durchgestrichen hatte. Dann
ermittelte er das Resultat des Produkts
40-6 korrekt mit 240, bevor er wohl
erneut die 6 als 8 wahrnahm und 6-8
ausrechnete. Warum er hier allerdings

D 24 Fehlermuster
bei der schriftlichen
Multiplikation



Abb. 14: Marcels

480 statt 48 angab, vermogen wir eben-
so wenig zu erklaren, wie die Tatsache,
dass er nur mit dem ersten Summanden
der links stehenden Summe und nicht
mit deren Ergebnis weiterrechnete.

Bei der Aufgabe 1 c vermuten wir,
dass Marcel ausnahmsweise schriftlich
rechnete, da — so eventuell seine Uber-
legung — die Null in der Zehnerstelle des
ersten Summanden keine Probleme mit
Ubertragsziffern bereiten wiirde. Erneut
interpretierte er wohl die 6 der 608 als
8: zunichst berechnete er die erste Zeile
korrekt. Auch in der zweiten Zeile
begann er mit 56 richtig. Was ihn aller-
dings veranlasste die Zeile zu 44356 zu
komplettieren, vermégen wir nicht zu
sagen. Die Zugehorigkeit der Neben-
rechnungen zu den Aufgaben haben wir
in der Abbildung 14 verdeutlicht. Die
dort nicht eingerahmten Zahlen stellen
vermutlich eher Merkzahlen dar als
zusammenhdngende Rechnungen. Sie
den einzelnen Aufgaben zuzuordnen

Rechenwege waére u. E. spekulativ.
(. I .
5600
1 1 e
¢960 L | 2¢)

D25
Schwierigkeiten
beim Erklaren der
schriftlichen
Division

Literaturhinweise: Gerster (1982); Padberg (1986,
164ff.); Radatz (1980); Radatz & Schipper (1983,
115ff.).

Die abgedruckten Transkripte entstam-
men der Arbeit von Awater (1994). Zu
Aufgabe 1: Eine der Grundideen des
Algorithmus der schriftlichen Division
besteht darin, die Wertziffern der jewei-
ligen Stellen des Ergebnisses jeweils in
einem Schritt zu ermitteln. In der vorlie-

genden Rechnung war das fur die Tau-
sender schon erledigt, denn wenn man
den verbliebenen Tausender durch 3
teilt, ist das Ergebnis kleiner als 1000.
Das wollte die Lehrerin ausdriicken, als
sie sagte: ,Den einen Tausender kann
man als Tausender gar nicht mehr durch
drei teilen.” Auf ihre Frage ,In was
wandelst du ihn dann um?” hétte sie
gerne die Antwort ,in Hunderter” ge-
hort, so dass bei der niachsten Teildivi-
sion die Wertziffer der Hunderterstelle
hatte ermittelt werden kénnen.

Sebastian allerdings verstand ihre
Frage vollkommen anders: Er dachte
nicht stellenweise in Ziffern (nach dem
Motto , 1 kann man nicht durch 3 tei-
len"), sondern sah den Tausender als die
Zahl 1000, die man sehr wohl durch
drei teilen konnte. Er verstand das
Umwandeln” der Lehrerin somit als
Teilen, denn nach dem Teilen hatten sich
die 1000 ja auch in 333 verwandelt.
Diese 333 konnen ja durchaus ein sinn-
volles Zwischenergebnis bei einer halb-
schriftlichen Division sein, beim schriftli-
chen Normalverfahren passt diese
Denkweise jedoch nicht zur oben ge-
nannten Grundidee.

Lucy (,,333 kommt da hin ... nein ...
doch ...") ahnte dieses wohl. Denn
wenn man 333 stellengerecht eintragen
wiurde, wéren alle Stellen schon besetzt
und die Aufgabe gelost. Dass das aller-
dings nicht sein konnte, war ihr vermut-
lich auch klar. Die Lehrerin griff dies
jedoch nicht auf. Es blieben zwei schwer
miteinander vereinbare Auffassungen:
einerseits der unteilbare Tausender der
Lehrerin, der allenfalls nach Umwand-
lung in Hunderter weiter geteilt werden
konnte, und andererseits die 1000 der
Kinder, die man sehr wohl — mit Rest
versteht sich = durch 3 teilen konnte.
Diese unterschiedlichen Sichtweisen be-
stimmten den weiteren Verlauf des Ge-
sprachs, bis die Kinder am Ende aufga-
ben: Sebastian vermutete, die Lehrerin
wollte aus dem einen Tausender drei
machen, damit man weiter teilen kénne,
wahrend Lucy annahm, sie wollte ihn in
einen 999%er umwandeln, damit man
ohne Rest teilen konne.

Zu den Aufgaben 2 und 3: Dass die
Aufgabe 966:3 vollstandig ungeeignet
ist fir den Versuch, bei aufgeweckten
Kindern Einsicht in die Vorgehensweise
bei der schriftlichen Division zu erzeu-
gen, liegt auf der Hand und hat mehr als
nur einen Grund. Zumindest einen da-
von kann man im abgedruckten Ge-
sprich mit Andrea, Britta und Lina er-
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. 26 Zum Rechnen

mit der Null
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kennen. Den Schliissel zum Verstandnis
des Geschehens liefert unseres Erach-
tens die nachfolgende Analyse:

Ein Bestandteil des ublichen Verfah-
rens, namlich die Multiplikation des
ermittelten Teilergebnisses mit dem Di-
visor (gewohnlich als Probe bezeichnet;
z.B. bei 30255:37=8 ... 8:37=296)
und die anschlieBende Subtraktion ma-
chen nur dann einen Sinn, wenn erstens
das Ergebnis durch Uberschlag ermittelt
wurde und daher kontrolliert werden
muss, und wenn zweitens bei der jewei-
ligen Teildivision Reste entstehen, die
man nicht mit bloBem Auge sieht .

Beides trifft in der Regel bei Aufga-
ben mit einstelligem Divisor nicht zu,
insbesondere dann, wenn die Division
bei jeder Stelle ohne Rest aufgeht. Dass
z.B. 56:8=7 ist, wissen Kinder dann,
wenn sie wissen, dass 7-8=56 ist. Die
durchzuftihrende Multiplikation ist dann
nicht die Probe, als die sie Ublicherweise
bezeichnet wird, sondern war bereits
das Instrument zur Ermittlung des Er-
gebnisses. Wenn dabei kein Rest ent-
standen ist, warum sollte man dann, so
eine mehr als berechtigte Frage, das Er-
gebnis dieser so genannten Probe Uber-
haupt noch hinschreiben.

Analoges gilt fir jede Aufgabe mit
einstelligem Divisor. Sie schriftlich zu
rechnen, ohne dass man die sogenannte
Divisionsstaffel notiert, stellt keine héh-
eren gedanklichen Anforderungen als
die schriftliche Multiplikation mit ein-
stelligem Multiplikator, bei der man sich
ja auch die Ubertrage merken muss.
Literaturhinweise: Bender (1994); Gerster (1982;
1989); Padberg (1986, 186ff.); Radatz & Schipper
(1983, 118ff.).

Die abgedruckten SchilerduBerungen
stammen aus dem von Schréder (1993)
durchgefihrten Projekt.

Zu Aufgabe 2: Folgende Arten von
Argumenten kénnen unseres Erachtens
unterschieden werden:

1. Man kann die Aufgabe gar nicht aus-
rechnen, daher hat sie kein Ergebnis
(Susanne), was gleichbedeutend ist
mit null (Michael, eventuell Lisette).

2. Nullmal eine Zahl (bzw. eine Zahl
nullmal) bedeutet keinmal diese Zahl
(bzw. diese Zahl keinmal), also nichts.
Und nichts ist null. Der Unterschied
zu 1. besteht darin, dass die Aufgabe
ein Ergebnis hat, aber dieses Ergebnis
Nichts bzw. null ist (Jana 2, eventuell
Lisette).

3.7:0=0+0+0+0+0+0+0=0

(Jana 1).

4. Vergleich mit 1-7: Zwei Multiplika-
tionsaufgaben, die in einem Faktor
Gbereinstimmen, im anderen aber
nicht, kénnen nicht dasselbe Ergebnis
haben (Jenny).

5. ,Faustregel": Bei der Multiplikation
dominiert die Null tiber die anderen
Zahlen (Alexander).

Zu Aufgabe 3: Der ,Nichts"- oder
.Keine Zahl"-Charakter, den die Null
fir die Kinder besitzt, kommt hier auf
ganz andere Weise zur Geltung als bei
Multiplikationsaufgaben mit zwei Fak-
toren: Ist erst mal ein Ergebnis ausge-
rechnet, dann ist die Null tberflissig
und kann weggelassen werden, so dass
sie auf das Ergebnis der Aufgabe 15-3
keine Auswirkung mehr hat. Haufig ist
es ja im Ubrigen auch méglich oder gar
erwinscht, Nullen wegzulassen: etwa
bei Dezimalzahlen oder dem schriftli-
chen Algorithmus der Multiplikation.

Zu Aufgabe 4: Fur die meisten
Schiler ist klar — und das wird durch ihre
Grundschulerfahrung mit Divisionsauf-
gaben ja auch gestutzt —, dass der Divi-
dend immer gréBer sein muss als der
Divisor. Das ist bei 0:5 nicht der Fall,
also kann die Aufgabe nicht gerechnet
werden und hat kein Ergebnis, was fur
Alexander, Matthias und André gleich-
bedeutend mit null war. Fir Andreas
war das keine hinreichende Begriin-
dung. Er rechnete jedoch die Probe zur
Aufgabe 0:5=0. Und da 0-5 gleich O
ware, galte auch 0:5=0.

Wadhrend Andreas und Alexander
nicht mit eindeutig festzustellenden Vor-
stellungen operierten, verwendete Mat-
thias eine Aufteil- (Wie oft passt die Null
hinein?) und André eine Verteilvorstel-
lung (Sachen durch Kinder teilen).

Auch fir Michael war die Division
der Null durch eine natirliche Zahl
eigentlich nicht zuldssig. Bei ihm wirkte
sich der Nichtscharakter der Null jedoch
dahingehend aus, dass der Divisor wie-
derum als Quotient angegeben wurde
(0:10=10).

Zu Aufgabe 5: Matthias, Christoph
und Jana arbeiteten mit der Aufteilvor-
stellung , Wie oft passt ...?" Matthias
realisierte, dass weder O noch 5 die ge-
suchte Antwort sein konnte. Christoph
war ein wenig verwirrt; vielleicht ahnte
er schon, dass die O unendlich oft in die
5 hineingeht. Auch Jana erschien ratlos,
aber eher, weil sie zunachst an , funf-
mal” als Antwort dachte, aber dann
dhnlich wie Jenny in Aufgabe 2 einen
Widerspruch zu 5:1=5 sah.

RPTP—
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D 27 Schiiler-
l6sungen als
Anlasse zum
Mathematiktreiben

Agniezka und André (am Schluss)
arbeiteten mit der Verteilvorstellung.
Agniezka argumentierte wie Nicole
(Aufgabe 6) und erhielt daher als Ergeb-
nis 5. Fur André war das nicht so offen-
sichtlich (., geht ja schlecht”). Und die
Bezugnahme auf die Probe hatte fiir ihn
die Konsequenz, dass das Ergebnis
weder 5 noch O sein konnte.

Zu Aufgabe 6: Wir verweisen auf
Spiegel (1995).-

Literaturhinweise: Hefendehl-Hebeker (1981; 1982);
Klopfer (1979); Rotman (1985); Wagner et al. (1991;
1992).

Im Weiteren wollen wir einige Erldute-
rungen zum mathematischen Hinter-
grund der drei Problemstellungen
geben, ohne dabei in die Tiefe zu ge-
hen. Bei der Aufgabe 1 hilft eine syste-
matische Auflistung, bei der man bei-
spielsweise den ersten Summanden fix
ldsst und die anderen beiden syste-
matisch variiert. Fir die Aufgabe b

auswdahlt, die man eliminiert, z.B. das
dritte und das letzte: 10+10+10/10+
10+10+10+10+10/10. Die zu dieser
Auswahl gehorende Zerlegung ist: 30+
60+ 10. Umgekehrt gehort zu jeder sol-
chen Zerlegung eine solche Auswabhl.
Also gibt es genauso viele Zerlegungen,
wie es Moglichkeiten gibt, aus den 9
Pluszeichen 2 auszuwahlen und das sind
36 (=(9-8):(1-2)).

Bei Aufgabe 2 mochten wir verwei-
sen auf die entsprechenden Ausfuhrun-
gen zum mathematischen Hintergrund
in Wittmann & Muller (1995, 99 ff.).

Bei Aufgabe 3 besteht eine elegante
Losung darin, die Anzahl der méglichen
Zerlegungen einer Zahl in zwei Faktoren
als eng verwandt mit der Anzahl aller
Teiler dieser Zahl zu sehen: Fir die 12
beispielsweise existieren die Produkte
1-12,2:6,3:4,4-3,6-2,12-1, deren
jeweils erste Faktoren die Teiler von 12
reprasentieren. Um das hochste Haus zu
finden muss man demnach diejenige

konnte diese so aussehen: Zahl des Hunderterraums mit den
80+ 10+ 10 70+ 20+ 10 60+ 30+ 10 50 +40+ 10 USW.
70+ 10+ 20 60+ 20+ 20 50+ 30+ 20
60+ 10+ 30 50+ 20 + 30
50+ 10 + 40

Will man nur die Gesamtzah! der
Zerlegungen wissen, kann man die ele-
mentare Kombinatorik zu Hilfe nehmen.
Jede solche Zerlegung lasst sich dadurch
erhalten, dass man von den neun Plus-
zeichen in dem Term 10+10+10+10+
10+10+10+10+10+10 genau zwei

wenigsten (sicherlich die 1) bzw. mit den
meisten Teilern finden. Ausfihrungen
zur Bestimmung der Anzahl der Teiler
einer nattrlichen Zahl finden sich bei-
spielsweise in Neubrand & Méller (1991,
139ff.) oder Scheid (1992, 36ff.).
Literaturhinweis: Selter (1997a)

auch.

DAS ALPHABET SEITWARTS

Maxim (6) und ich sitzen im Kinderzimmer auf dem Boden. ,,Heute muss ich mich aber beei-
len, sage ich und weiB, dass er heraushort, dass ich nicht mehr lange mit ihm spielen kann., Ich
muss gleich zur Uni fahren!" \Wieso zur Uni?*, fragt Maxim. ,Heute ist doch Samstag.” ,fa",
gebe ich zur Antwort, ,aber die Studenten schreiben heute eine Klausur und da muss ich auf-
passen.” ,Was ist denn eine Klausur!" ,Eine Klausur ist so etwas wie eine Klassenarbeit ...",
versuche ich zu erklaren, merke aber, dass davon bei ihm nicht so viel ankommt. ,Also, da stel-
le ich den Studenten Rechenaufgaben und die miissen die richtige Losung finden!" ,,So 3+7 ist
gleich 10, oder so,ne!" ,Nein, schwierigere Aufgaben!" , So Milliontrilliardenmillionen plus Mil-
lion plus Million?* , Ja, ungefahr so!" ,Oder mit dem Alphabet, ne!* Ich bin etwas iiberrascht
und wiederhole mit deutlich zweifelndem Unterton: ,Mit dem Alphabet? Das hat doch nichts
it Mathe zu '™ ,Doch, doch” beharrt Maxim, ,das Alphabet vorwarts aufsagen oder rick-
wirts oder seitwarts!" , Seitwarts’" , Ja, seitwarts. Da sucht man den mittelsten Buchstaben
und fangt bei dem an. Die Mitte finden ist doch Mathematik. WeiBt du das denn nicht? Du bist
doch Mathematiker®, sagt er und amisiert sich kéniglich iiber meine Unwissenheit. Ich mich

Christoph Selter
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Hanneke und die Pfannkuchen

Wir fahren mit der sieben Jahre alten Hanneke und ihren Freundinnen
Ine und Marion ins Pfannkuchenhaus. Von unseren letzten Besuchen
wissen die Kinder, dass die Pfannkuchen so groB sind, dass sie keinen
ganzen aufessen konnen. Sie beschlieBen daher, zu dritt zwei Pfannku-
chen zu bestellen. Ich frage Hanneke: ,Wie viel bekommt denn dann
jeder?* Nach einigem Nachdenken antwortet sie: ,Eine halbe Stunde
und zehn Minuten.“ Auf Anhieb haben wir das nicht verstanden.

Adri Treffers
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DARIA

Daria (5) wurde gefragt, ob sie riick-

wirts zihlen kénne. Sie zihlte riick-
wirts von zwélf an bis zur Null. Auf
die Frage, ob vor der Null denn
irgendetwas kdme, antwortete sie
zunichst mit Nein, Als ich nachhak-
te , Wirklich niche?®, iiberlegte sie
kurz und sagte dann: ,Doch, Mona-
te!“ Dann erklirte sie: ,Das ist doch
immer so, wie bei der Rosa. Die war
zuerst 1 Monat, 2 Monate ... und
dann kommt irgendwann 1 Jahr ...
und sie hatte Geburtstag, und dann

zihlt man immer normal weiter.”

Ute Hagedorn




Der langste Strich

ch war fiir ein paar Tage unterwegs und habe fiir Maxim (5) und Beate Marzipan-

kartoffeln mitgebracht - eigentlich zum Naschen. ,Die musst du gerecht teilen!”,
sage ich 2u Maxim, immer bestrebt, ihn die natiirlichen Rechenanlédsse des Alltags
selbst bewaltigen zu lassen. Abwechselnd gibt er Beate und sich selbst jeweils eine
SiBigkeit. Beide haben nun sieben kleine Kugeln vor sich liegen. Beate kann nicht
widerstehen, die Kartoffelchen in zwei Reihen zu jeweils sieben vor sich bzw. vor
Maxim hinzulegen und zu fragen: ,Wer hat mehr? Ich oder du?" ,Wir haben beide
gleich viel, hab ich doch ausgerechnet!” Nun zieht sie ihre Reihe etwas auseinander,
50 dass sie fast anderthalbmal so lang ist wie Maxims. ,Wer hat jetzt mehr: Ich oder
du?”,Immer noch gleich viell” Fiir Maxim ist das Giberhaupt kein Problem. Sie schiebt
ihre Reihe zusammen oder ordnet die Marzipankartdffelchen im Kreis an; ihre Frage
braucht sie nicht mehr zu stellen, Maxim tut stets kund, dass es gleich viele seien, weil
sie ja keine weggenommen oder hinzugefigt habe. ,Stell mir doch mal 'ne schwere
Aufgabel!”, bittet er. Beate nimmt sich ein Blatt Papier und einen Bleistift, zeichnet
zwei Striche und fragt ihn, welcher l&anger sei.

_/’-W\/\

.Das soll schwer sein - ist doch ‘ne Babyaufgabe!” Er deutet auf den unteren Strich
und erklart: ,Der ist langer, weil beide fangen gleich an und héren gleich auf, aber
der ist schlangeliger!” Da wir ihn anscheinend nicht herausfordern konnen, dreht er
den SpieB um: ,Jetzt stell ich euch mal 'ne Aufgabe!” Er malt zwei Striche und stellt
uns dieselbe Frage, die er eben beantwortet hat. Wir geben zusammen eine
Erklarung, die ihn zufrieden stellt. , Aber das war ja auch baby fiir euch. Jetzt kommt
mal ‘ne schwere Aufgabe. Welcher Strich ist Ianger?” Und er zeichnet zwei neue Lini-
en, bei denen er den Anfangspunkt jeweils ganz deutlich markiert.

Wir sind Gberfordert und geben zu, dass wir es nicht wissen. , Weilt du denn die Ant-
wort?”, fragt Beate. ,Ja klar", sagt Maxim und deutet auf den linken Strich, ,der ist
langer.” Wir missen es ihm wohl glauben.

Christoph Selter
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