Kinder rechnen anders

Die Lernenden als Mathematik-Schaf-
fende ernst zu nehmen bedeutet zu-
allererst, sich auf ihre Denkwege einzu-
lassen und diese zu wirdigen. Wir be-
ginnen mit einem Beispiel: Es lohnt sich,
den Transkriptausschnitt aus einem
Thterview mit der Drittkldsslerin Annika
genau zu studieren und sich vor dem
Weiterlesen zu Uberlegen, wie sie auf
die Losung gekommen ist (vgl. Fromm
& Spiegel, 1996).
Die Aufgabe, die vor der unterricht-
lichen Behandlung des multiplikativen
Rechnens im Zahlenraum bis 1000 ge-
stellt wurde, lautete: ,Auf einem See
sind 200 Leute mit dem Ruderboot
unterwegs. Insgesamt sind 40 Ruder-
boote auf dem See, in jedem sind gleich
viele Personen. Wie viele sind in jedem
Boot?"
AuBerungen von Annika und der

Interviewerin sind durch verschiedene
Schriften kenntlich gemacht.

40 Leute ... und dann misste man sagen, dass das eigentlich ... 60 Leute

auf jedem waren.

Hm, wieso? Wie bist du darauf gekommen?

Da hab ich jetzt einfach ganz normal 200 durch 40 gerechnet. Wegen mit

den Finfzigern, da sind immer, ich meine ... 3 Boote, &h, ich meine, dings-

dabums Leute. ... Wie viele Boote? 40 Boote? Dann sind auf jedem Schiff

... 200 durch 4 ... also was ist jetzt ... noch mal ... was ist es, ah, jetzt bin

ich voll durcheinander. 200 durch 40 ... 3. 3 Leu ... nicht 30 ... (nach 10

Sekunden) gleich 3 ... 3 dingsdabums,

Hm? 37

30.

30.

Nein, 3, (beide lachen)

Woher weilSt du das?

Hab einfach 50 gerechnet, &hm, in 100 sind ja immer 2 mal 50 drin (A.

schreibt eine 50.) ... und dann hab ich 50 und ... 50 ... &h, durch 200 sind

4 und durch 40 sind ... warte mal, durch 200 ... 500 meine ich.

Hm? Was 5007

5 Schiffe sind’s ah, 5 sind dann ... dann kommt 5 raus, weil bei jedem

bleiben ja, wenn’s 200 sind, bei 5 ... wenn man durch vier ... ... fiinfzig

rechnen wiirde, wiirden da immer vier ... (|. nickt.) 40 rauskommen ... &h,

4 meine ich, und dann dhm, bei ... und dann bleibt ja bei jedem bei 40

zwei (ber, und daraus macht man noch wieder 4. Und dann hab ich ... ist

die ja fertig, die Aufgabe.

Dann sind’s 5. (A. nickt,) Oh, tolll
Das Chaos scheint perfekt zu sein. Man
kdnnte denken, dass Annika zu keinem
verniinftigen Gedanken fahig ist. Doch
zum Schluss erhalt sie die richtige L6-
sung, auf eigenen Wegen und mathe-
matisch durchaus substanziell. Wenn
man ndmlich das, was sie sagt und
vermutlich denkt, Ubersetzt in das, was
wir verstehen, dann liest sich das wie
folgt:
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200 ist viermal 50. Wenn ich aber aus der 50 eine 40 mache, dann bleiben bei
zwei Finfzigern (gleich 100) zwei Zehner brig. Bei 200 habe ich also 4 davon,
das ist wieder eine 40. Also sind es funf mal 40.
Vordergriindig erscheint die Szene also
vollkommen undurchsichtig. Analysiert
man sie jedoch genauer, so erkennt man,
dass Annika eine arithmetische Strategie
entwickelte. Diese versetzte sie in die
Lage, eine Aufgabe zu l6sen, die im Un-
terricht noch nicht behandelt worden
war. Die Episode zeigt, wie schwierig es
sein kann, das Denken der Kinder aus
ihren AuRerungen zu erschlieBen. Sie
verdeutlicht allerdings auch, dass wir bei
viel Geduld und Einflihlungsvermégen
interessante Dinge entdecken kénnen,
die wir sonst nicht bemerken wiirden.

Annikas Rechenweg ist ungewéhn-
lich. Er ist aber gleichzeitig ein reprasen-
tatives Beispiel fur originelle und héufig
schwer zu verstehende Strategien von
Kindern. Es weist darauf hin, wie wichtig
esist, auch im (Unterrichts-)Alltag anzu-
streben, unseren Kindern mehr zuzu-
héren, und zu versuchen ihr Denken
besser zu verstehen. Naturlich sollten
wir uns darauf nicht beschranken. Unse-
re Anstrengungen sollten auch dahin
gehen, die Kinder dazu anzuregen, sich
anderen Personen gegenlber sowohl
mit selbst entwickelten als auch mit ge-
meinsam geteilten Darstellungsformen
immer besser verstdndlich zu machen.
Die Schulung der mathematischen Aus-
drucksfdhigkeit ist ein zu Unrecht ver-
nachldssigtes Ziel des Unterrichts.

Die Einstellung, in dieser Weise auf
der Mathematik der Kinder aufzubau-
en, setzt voraus, dass wir ihr Denken
nicht als defizitar, sondern als prinzipiell
verniinftig ansehen. Das bedeutet, dass
wir grundsétzlich bei unverstandlichen
AuRerungen und Fehlemn nach der ver-
borgenen Rationalitdt suchen sollten.

Kinder rechnen anders. Diese Verschie-

denheit begegnet uns in ganz unter-

schiedlichen Erscheinungsformen. Wie

wir in diesem Kapitel ausfiihren méch-

ten, rechnen sie bisweilen anders, ...

m als wir selbst rechnen,

m als wir es vermuten,

m als andere Kinder und

® als eben noch bei , derselben*
Aufgabe.

Die Beispiele, die wir zur lllustration
anfihren werden, ermoglichen interes-
sante Einblicke in Bereiche des Rech-



nens, die fiir die meisten von uns zu
+banalen Gewohnheiten" (Freudenthal
1978, 74) gehdren dlrften, die bei den
Kindern jedoch eine Flle unterschiedli-

fuhrten zur Beantwortung der Frage
Wie viele Titen werden am Freitag
verpackt?” folgende Rechnungen aus:

cher interessanter Denkweisen umfas- Dirk: 200 : 40 = 5 Daniel: 400 :40 = 10Tu
sen. 200 + 5 =1000 800 :40 = 20Tu
5+ 5 = 25 1000 : 40 = 25T
2.1 Kinder rechnen anders, als wir selbst rechnen
861 - 25 800 - 20 = 16000
Die Rechenmethoden, die Kinder ent- 17220 61 -20 = 1220
wickeln, kdnnen sich z.T. deutlich von +4305 861 - 5 = 4305
den Vorgehensweisen unterscheiden, 21525

die wir als Erwachsene benutzen. Svens

Trick kann hierfur als ein treffendes Bei- 21525 Ti
spiel gelten. Wir empfehlen der Leserin, ============---=Tsommssssssssssssssssmsssmmmmmmees
zundchst einmal selbst zu versuchen Beide Schiiler gaben die richtige Ant-
seine Denkweise zu ergriinden: wort, am Freitag wirden 21525 Titen
__________________________________________________ verpackt. Dirk ermittelte zundchst, fiir
Der Zweitklassler Sven wollte wissen, was herauskommt, wenn man die Zahlen 9, 200g benétige man funf Tilten (200:
12,10, 11, 8,10, 9, 8, 12, 11, 10 und 12 zusammenrechnet. Er schrieb 119,  40). Dann notierte er, man miusse die
121,121, 122, 120, 120, 119, 117, 119, 120, 120, 122, zigte dieses sei- 200 verfiinffachen um 1000 zu errei-
ner Lehrerin und fragte: ,Ist das richtig so?’ chen. Das bedeutete, dass die 5 (Anzahl
"""""""""""""""""""""""""""""" der Tuten) ebenfalls mit 5 zu multiplizie-
Die meisten Erwachsenen wiirden diese ren war. Damit ergaben 1000g (1kg)
Aufgabe vermutlich durch die Addition insgesamt 5-5=25 Tulten. Insgesamt
der zwolf Summanden (ggf. unter Aus-  waren 861kg abzupacken. Das Resultat
nutzung von Rechenvorteilen) l6sen. der Aufgabe 861-25 erhielt Dirk dann
Sven hingegen wéhlte eine génzlich an- mit Hilfe der schriftlichen Multiplika-
dere Herangehensweise. Er merkte, dass  tion.
zwolf Zahlen zu summieren waren, die Daniel wahlte folgenden Losungs-
allesamt in der Nahe der 10 lagen. weg: Zundchst stellte er fest, dass 400g
Zunéchst ermittelte er im Kopf — sei es  Puddingpulver 10 Titen und entspre-
additiv oder multiplikativ — die Summe chend 800g 20 Titen bzw. 1000g 25
von zwolf Zehnern und nahm dann die  Titen ausmachten. Dann berechnete er
120 als Ausgangspunkt seiner weiteren ebenfalls das Produkt 861-25, jedoch
Uberlegungen. nicht mit Hilfe des Standardalgorithmus,
Da der erste Summand nicht 10, wie es Dirk getan hatte. Er splittete
sondern 9 lautete, musste Sven von 120 861-25 in drei Teilprodukte auf (800-20,
eine 1 subtrahieren. Als erstes schriftli-  61-20 sowie 861-5) und addierte schlie-
ches Zwischenresultat konnte er somit lich die drei Zwischenresultate.
die 119 vermerken. Als zweiter Sum- Auch das dritte Beispiel soll illustrie-
mand war eine 12 vorgegeben - eine ren, dass Kinder Losungswege wahlen
um 2 groBere Zahl als 10, sodass zu 119 kdénnen, die mit erwachsenentypischen
eine 2 zu addieren war. Sein zweites Denkweisen nicht Uibereinstimmen. Mehr
schriftlich notiertes Ergebnis war daher als das: Sie sind manchmal so intelligent,
121. Im Folgenden ermittelte er jeweils dass wir Erwachsenen groBe Schwierig-
den Unterschied der einzelnen Sum- keiten haben, sie in ihrer Originalitat
manden zur 10 und addierte diesen zum  und Kreativitat zu erkennen.
bzw. subtrahierte ihn vom vorangehen- Ebenfalls in einem 4. Schuljahr wur-
den Resultat. Wenn exakt 10 zu sum- de in einer Klassenarbeit die folgende
mieren war, schrieb er das Zwischener-  Aufgabe gestellt: ,Der Apotheker fllt
gebnis erneut hin. Auf diesem Wege 1,750kg Salmiakpastillen in Titen zu je
gelangte er schlieBlich zum korrekten 50g. Wie viele Tuten erhalt er?” In An-
Endresultat 122. nikas Arbeit war die folgende Losung zu
Ein zweites Beispiel: In einer Klas- finden:
senarbeit wurde Viertklassiern die f0l- o o o o o e e e e e e e e e e e e e e
gende Textaufgabe gestellt: ,Die Firma 1,750kg : 50g 27 =14
,Puddingwunder’ fllt immer 40g Pud- 11 = 1
dingpulver in eine Tlte. Am Freitag wer- 210 = 20
den 861kg Puddingpulver abgepackt.” 35

16000 + 1220 + 4305 =

Viele Erwachsene wiirden hier vermut-
lich schriftlich dividieren. Zwei Kinder ========-=-===r-====-ss-s=cceccoscccccoscmmmssm—one-



Bei der ersten Durchsicht der Arbeit ver-
stand die Lehrerin den Losungsweg
nicht. Da es ja nicht nur auf richtige
Ergebnisse, sondern auch auf richtige
Rechenwege ankam, wusste sie nicht,
wie sie Annikas Losung bewerten sollte.
Zwei Kollegen, denen sie die Arbeit am
Nachmittag zeigte, hatten ebenfalls den
Eindruck, dass nichts Richtiges dahinter
stecke und das Endresultat irgendwo
abgeschrieben worden sei. Abends je-
doch hatte die Lehrerin dann eine Ver-
mutung ...

Am nichsten Morgen bat sie Anni-
ka, die Aufgabe erneut zu |6sen. Annika
notierte an der Tafel exakt denselben
Rechenweg. Dann fragte die Lehrerin
die anderen Schiler, was Annika wohl
gedacht habe. Sebastian erlduterte ihren
Rechenweg wie folgt: Sie hatte sich
uberlegt, dass 100g zwei 50-g-Tulten
seien, 700g also insgesamt 2-7=14
Taten. Die fehlenden 50g der 750g
reprasentierte sie durch den Zahlensatz
1-1=1. Die Anzahl der Tuten fur die
restlichen 1000g berechnete sie ent-
sprechend als 2-10=20, da ein Tausen-
der aus zehn Hundertern besteht. Da-
nach addierte sie die Teilsummanden
(14+1+20) und gab die Antwort 35.

Die meisten Erwachsenen héatten die
Lésung vermutlich auf ganz andere
Weise erhalten. Nicht nur Annikas Lé-
sungsweg ist interessant, sondern auch
die Tatsache, dass dieser von Sebastian
auf Anhieb verstanden wurde, wéhrend
mehrere Erwachsene hierzu nur schwer-
lich in der Lage waren. Zunichst einmal
ist dieser Umstand Uberraschend. Aber
warum eigentlich? Warum sollten Kin-
der nicht in der Lage sein, das Denken
anderer Kinder , besser” zu verstehen
als wir Erwachsenen?

2.2 Kinder rechnen anders, als wir es vermuten
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Kinder rechnen nicht nur anders, als wir
rechnen, sondern sie rechnen auch
anders, als wir vermuten, wie sie rech-
nen. Hierzu ein Beispiel: Bevor das mul-
tiplikative Rechnen jenseits der Zah-
lensdtze des kleinen Einmaleins im
Unterricht behandelt worden war, be-
kam die Drittkldsslerin Lina in einem In-
terview die Aufgabe 60:4 gestellt (vgl.
Spiegel & Fromm, 1996). |hr Lésungs-
ansatz bestand darin, eine Zahl zu
suchen, deren Vierfaches 60 ergab: Sie
begann mit 20, probierte es dann mit 18
und 21 und versuchte es dann mit der
16. An dieser Stelle setzt das folgende
Transkript ein.

Ahm, 16 mal ... &h, 16 mal 4 ist ... 4 Zehner sind erst mal wieder 40, dann
46 und plus 4 ... 50 ... 52 plus 6 sind 58 ... passt auch nicht,
Wieso hast denn du gerade plus 6 gesagt?
Was, wo?
Du hast gerade plus 6 gesagt. 52 plus 6 sind 58.
Ja.
Wieso 67
Weil ich da noch einmal ... ich hatte ja 16 mal 4 gerechnet. Da musste ich
noch eine 6 dazurechnen. Weil ich erst die ganzen vier Zehner gemacht
habe und dann die Sechser.
Aber wenn du 16 mal 4 rechnest, sind es ja nicht 4 Sechser, sondern
6 Vierer, ne, die du dazurechnen musst. Aber du weilt ja, dass zehn-
mal 4 40 ist, hast du eben gesagt, ne?
Ja.
Und wievielmal 4 sind 207 (L. Uberlegt, lacht) Hilft dir das vielleicht?
Wievielmal 4 Zehner oder ... 7
Zehnmal 4 sind 40.
Ja.
Und wie viel fehlen dann noch bis 607
20,
Und wievielmal 4 sind 207
Was? Wievielmal 4 sind 207 (L. leise) 8 ... 12 ... 16 ... 20. (laut) Abh, jetzt
hab ich nicht mitgezéhlt, ich Doofi, 4hm, mal eben zahlen, Also 4, 8, 12,
16, 20 (z&hlt mit den Fingern die einzelnen Vierer mit) ... 5.
Hm, und wenn du jetzt weillt, dass zehnmal 4 40 sind und ftinfmal 4
20 ist? 57
(nach 24 Sekunden, L. unsicher) Nee ... oder doch ...
(nach 25 Sekunden) Die 4 passt zehnmal in die 40 und finfmal in die 20
... zehnmal in die 40 und fiinfmal in die 20. Und 40 und 20 ist ja 60.
Wie oft passt sie dann in die 607
Die 4 ...
Wenn sie zehnmal in die 40 passt und dann noch finfmal dazu ...
15.
15, ne,
Hm.
Wie das Transkript zeigt, ,musste” Lina
die Antwort schlieBlich gewissermaBen
in den Mund gelegt werden, obwohl sie
eingangs doch eine Erfolg versprechen-
de Strategie entwickelt hatte. Hatte die
Interviewerin nicht eingegriffen, hatte
Lina im néchsten Schritt vermutlich
getestet, ob das Vierfache von 15 die
gesuchte 60 ergeben wiirde. Doch dazu
kam es nicht, weil die Interviewerin irr-
timlich annahm, Lina versuche heraus-
zufinden, wie oft die 4 in die 60 passte,
und ihre Hilfestellungen auf dieses
Denkmodell bezog. Lina hingegen such-
te eine Zahl, deren Vierfaches 60 ergab.
So wurde die vermeintliche Hilfe durch
die Interviewerin zum Hindernis (vgl.
auch Selter 1996, 10).
Wir vermuten, dass sich vergleichba-
re Episoden im Unterricht hdufiger ereig-
nen, als gemeinhin angenommen wird.
Wer die Hintergriinde nicht sofort sieht —
so wie es in diesem Fall auch der Inter-
viewerin passiert ist — fragt sich dann,
warum dem Kind die gut gemeinten Hil-
fen nicht helfen.



Das Problem im vorliegenden Bei-
spiel liegt nicht darin, dass Lina den
zugrunde liegenden Sachverhalt nicht
erfasst hat, sondern darin, dass sie
anders denkt, als die Interviewerin es
vermutet. Somit reden beide aneinander
vorbei, Der Grund hierfir besteht
héchstwahrscheinlich darin, dass Lina
16 mal 4 sagt, was die Interviewerin als
16 mal die 4 versteht - ganz in Uberein-
stimmung mit der bei der Multiplikation
benutzten Konvention, den Multiplika-
tor zuerst zu nennen. Lina meinte aber
4 mal die 16, wie aus ihren Aussagen
deutlich werden kann.

Warum haben wir dieses Beispiel nicht
in den vorangehenden Abschnitt aufge-
nommen? Im Abschnitt 2.1 haben wir
Beispiele angefthrt, bei denen das Den-
ken der Kinder sich von demjenigen der
(meisten) Erwachsenen so sehr unter-
scheidet, dass es schwer féllt, den Re-
chenweg zu verstehen. In diesem Bei-
spiel ist jedoch die Vorgehensweise von
Lina keineswegs ungewdhnlich. Die In-
terviewerin war sich der beiden Mdog-
lichkeiten, die Aufgabe auszurechnen,
durchaus bewusst - schlieBlich hatte sie
zahlreiche Interviews geflihrt und die
unterschiedlichsten  Vorgehensweisen
beobachtet. Gleichwohl waren ihre Be-
muhungen, Linas Rechenweg zu verste-
hen, nicht von Erfolg gekront, da ihre
Interpretation diesen nicht erfasste.

Wir haben hier ein Beispiel fiir die
Schwierigkeit, mit dem mathematischen
Denken der Kinder richtig umzugehen.
Vermutungen kénnen auf vielfaltige Art
an der Wirklichkeit vorbeigehen und
dazu fihren, dass Kinder sich nicht ernst
genommen fiihlen: Unterschatzung wie
auch Uberschdtzung dessen, was sie zu
leisten imstande sind, haben dann unan-
gemessene Lernangebote zur Folge.

Pointiert formuliert — und damit nattir-
lich vereinfachend — kann man die in
diesem Zusammenhang relevanten For-
schungsergebnisse wie folgt zusam-
menfassen. Die mathematischen Kom-
petenzen von Schiilern werden — insbe-
sondere vor der Behandlung eines
Unterrichtsinhalts — haufig unterschatzt
(vgl. beispielsweise Selter 1995; van den
Heuvel-Panhuizen 1995; Hengartner &
Rothlisberger 1995; Trickett & Sulke
1993), wihrend ihre Fahigkeiten im
Umgang mit den didaktischen ,,Zuris-
tungen” des Lernstoffs nicht selten
(iberschédtzt werden: Lernhilfen sind
immer auch Lernstoff. Flir den Bereich

der Veranschaulichungen beispielsweise
liegt eine Fille von theoretischen und
empirischen Analysen vor (vgl. etwa
Schipper & Hulshoff 1984; Radatz
1995; Voigt 1991; Gravemeijer 1990).

Diese haben ergeben, dass Veranschau-
lichungen keineswegs selbstverstandlich
sind. Die Schiller mlssen hdufig erst ler-
nen, wie diese zu verstehen und zu
gebrauchen sind. Sie miissen also ver-
stehen, wie die Lehrerin (bzw. die Schul-
buchautorin) denkt, auf was sie , hin-
auswill”. Dass es auch anders sein sollte,
dass die Lehrerin namlich auch lernt, wie
die Schtiler denken, wollen wir mit die-
sem Buch ein Stiick weit anregen.

Dabei erscheint es uns besonders wich-
tig zu sein, dass sich ein anderes Ver-
hiltnis zum Fehler entwickeln sollte.
Fehler sollten nicht als Makel angesehen
werden, die schnellstméglich ausge-
merzt oder — besser noch — direkt im
Keim erstickt werden sollten. Stattdes-
sen sollten wir sie als integrale Bestand-
teile eines konstruktiven Lernprozesses
verstehen (Kahl 1995; Wieland 1991).

Diese Sichtweise geht davon aus, dass
Fehler meistens einen rationalen Kern
haben: Fehler sind selten Zufall (Radatz
1980; Gerster 1982; Lorenz 1984). Eini-
ge Beispiele: Wenn Andrea ,2+3=5+
81=581" schreibt, jedoch ,,200+300=
500 und 500+81=581" meint, oder
wenn Annika , 50 durch 200" sagt, aber
eigentlich mit der Aufgabe ,,200 durch
50" befasst ist, so handelt es sich um
Félle, bei denen der ,mathematische
Fehlerteufel” am liebsten sofort ein-
schreiten wiirde.

Wir sind jedoch der Auffassung, dass
man das Denken der Kinder empfindlich
storen kann, wenn man sie sofort zu
korrigieren versucht. Dieses schlieBt die
allmahliche Gewodhnung an eine in
unserem Sinne korrekte Sprech- und
Schreibweise keinesfalls aus. Im Mo-
ment des Gebrauchs handelt es sich al-
lerdings um authentische Ausdrucksfor-
men der Kinder, die das Richtige meinen
konnen und die wir — genauso wie
die ,fehlerhaften” Schreibprodukte im
Sprachunterricht des ersten Schuljahres
- in ihrer Vorldufigkeit wahrnehmen
und wurdigen sollten.

Im Folgenden wollen wir weitere Bei-
spiele daflir geben, dass hinter Fehlern
haufig verniinftigere Uberlegungen ste-
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cken, als man es mit fliichtigem Blick
vermuten wirde. Nicht selten gehen
Schiler nahezu vollstdndig richtig vor,
erzielen jedoch nicht das korrekte Er-
gebnis, weil sie an einer bestimmten
Stelle einen falschen , Input” verwen-
den.

So rechnete beispielsweise Jonas zunachst 60:6 =5 und dann 6:3 = 2, daher

sei 60:3 = 10. Mit dem richtigen 60:6 = 10 ware bei gleicher korrekter Schluss-

weise das richtige Ergebnis herausgekommen.

Leonie sagte: Weil 7 + 5=14 ist, ist 8 + 3 = 13. Sie erhdhte dabei den ersten
Summanden um 1 und verminderte den zweiten um 2, was sich - wie sie ganz
richtig erkannte - in einer Verminderung des Ergebnisses um 1 bemerkbar macht.
Leider ging sie von einem falschen Resultat fir die erste Aufgabe aus.

Ein drittes Beispiel: Jan bekam die Aufgabe 20-7 gestellt und gab 96 als Er-
gebnis an. Er zahlte dabei riickwarts, verwendete statt neunzehn jedoch die ahn-
lich lautende neunzig und zhlte dann (gemaR seiner Wahrnehmung wohl wei-
terhin rlickwarts, aus unserer Perspektive vorwarts) weiter: 91, 92, 93, 94, 95, 96.
Eine ebenfalls nicht so offensichtliche,
aber durchaus interessante Erschei-
nungsform , verniinftiger” Fehler ist da-
durch gekennzeichnet, dass Prozeduren
oder Beziehungen auf Bereiche (ibertra-
gen werden, in denen sie nicht anwend-
bar sind. Auch hier denken Kinder dann
anders, als wir es vermuten.
So rechnete Elina beispielsweise aus, dass 400:10=40 sei, also gelte
40:5 = 20. Sie Ubertrug dabei wahrscheinlich die Idee des gleichsinnigen Ver-
anderns von der Multiplikation (4 - 10 = 40, also 4 - 5 = 20) auf die Division.

Ein zweites Beispiel: Marco ermittelte das Resultat von 5555, indem er
55+55=50-60 notierte und dieses Produkt korrekt berechnete. Er wendete
also die Idee des gegensinnigen Verénderns zweier Summanden (55 + 55 =
50 + 60) auf Faktoren an.

Saskias Denkweg schlieBlich wollen wir als drittes Beispiel angeben. Sie sagte: Ich
teile eine Zahl durch 24, indem ich sie erst durch 20 und durch 4 teile und
die Ergebnisse dann zusammenzéhle. Sie dehnte dabei also vermutlich die
Strategie, eine Malaufgabe durch die Berechnung von Teilprodukten mit an-
schliefender Addition zu l6sen (24 -x =20 - x + 4 - x), auf die Division aus, bei
der sie aus verstandlichen Griinden nicht greift.
Wie wir auch in den folgenden Kapiteln
andeuten werden, lassen sich viele wei-
tere Beispiele finden, bei denen man
einen rationalen Kern im scheinbar irra-
tionalen Vorgehen vermuten kann. Wir
denken, dass es sich daher immer lohnt,
einen Perspektivenwechsel vorzuneh-
men und einen Lésungsweg auch vom
Standpunkt des Kindes aus zu betrach-
ten. Dann sind wir in der Lage, den Ur-
sachen von Fehlern nachzuspiren, um
zu verhindern, dass Kinder auch denje-
nigen Teilen ihres Denkens zu miss-
trauen beginnen, die nicht ,fehlerhaft"”
sind.

14

2.3 Kinder rechnen anders als andere Kinder

Bislang haben wir Beispiele angefiihrt,
bei denen sich das Erwachsenendenken
von dem der Kinder unterschied. In die-
sem Abschnitt wollen wir einen Einblick
darin geben, dass auch die Denkwege
einzelner Schiler voneinander z. T. stark
differieren kdnnen - insbesondere vor
der unterrichtlichen Thematisierung des
entsprechenden Lerninhalts.

So haben beispielsweise Drittklassler zu

Beginn des Schuljahres, also vor der Be-

handlung des multiplikativen Rechnens

jenseits des kleinen Einmaleins, die fol-

gende Aufgabe geldst: ,Ein Turm hat

100 Fenster. Auf jedem Stockwerk sind

4 Fenster. Wie viele Stockwerke hat der

Turm?”

Jana rechnete dabei: 10 - 4 = 40; 20 * 4 = 80; also blieben noch 20; 20 =5- 4;
20+5=25.

Lina ging wie folgt vor: 4 + 7= 100; 4 - 50 = 200; also 4 - 25 = 100.

Andrea berechnete zundchst, dass 50 die Halfte von 100 sei, und halbierte dann
die 50, so dass sie das Resultat 25 erhielt.

Annika schlieBlich wahlte folgende Vorgehensweise: 5+ 20 =100; 4:20+ 45
=100; also sei 4 + 25 = 100.

Diese vier Kinder produzierten also bei
derselben Aufgabe vier ganz unter-
schiedliche Lésungen. Analysiert man
samtliche Schulerlésungen dieser Lern-
gruppe, so wird die Vielfalt noch groBer.
Dabei nutzten die Kinder keineswegs
immer dem Aufteilen nahe liegende
Losungswege, indem sie die Anzahl der
Vierermengen ermittelten (vgl. auch
Kap. 2.4). Daneben entwickelten sie
auch dem Verteilen nahe liegende Vor-
gehensweisen und zerlegten die 100 in
vier gleich groBe Teilmengen, was na-
turlich auch mit den verwendeten Zah-
len zusammenhidngen mag.

Wir geben ein weiteres Beispiel fiir die
Heterogenitat der Denkweisen von Kin-
dern: Vor der Behandlung der Subtrak-
tion im Tausenderraum wurde Schilern
eines anderen dritten Schuljahres die
folgende Aufgabe gestellt: ,Im Kino
kbnnen 216 Personen sitzen. Es sind
schon 148 da." Die Schiiler soliten ihre
Vorgehensweise mit Hilfe des sog. Re-
chenstrichs entwickeln bzw. darstellen.
Dabei handelt es sich um einen leeren
Zahlenstrahl, auf dem die Kinder ihre
Rechenschritte durch die Angabe der
Sprungweite bzw. von (Zwischen)-Er-



gebnissen festhalten kdnnen (vgl. Beis-
huizen & Klein 1997, Hohtker & Selter
1995; Sundermann & Selter 1995).

Samtliche in dieser Klasse zu beobach-
tende Losungswege gehen aus dem Do-
kument D 7 hervor (Kap. 4.1). Einige
Schiilerldsungen sind aus der Abb. 2 er-
sichtlich.

So subtrahierte Kristina schrittweise
zundchst den Hunderter, dann die Zeh-
ner und dann die Einer (216-100-
40-8), wdhrend Patrizia (216-100-
20-20-4-4) und Manuela (216-100-
20-20-8) Zehner bzw. Einer weiter
aufteilten. Eine andere Strategie be-
stand darin, den Subtrahenden so auf-
zuspalten, dass , glatte” Zahlen als Zwi-
schenergebnisse dienten (Simone: 216-
100-6-42; Oliver: 216-110-6-30-2;
Katrin: 216-16-100-30-2).

ckeln, ist beispielsweise von Treffers
(1983) aufgezeigt worden.

2.4 Kinder rechnen anders als eben noch bei
~derselben” Aufgabe

Dass eine solche Vielfalt der Losungs-
wege nicht nur bei verschiedenen Schi-
lern, sondern sogar bei demselben Kind
bei , strukturgleichen" Aufgaben beob-
achtet werden kann, zeigt sich im fol-
genden Beispiel. Jakub wurde im 2.
Schuljahr, bevor die Multiplikation
behandelt worden war, die Aufgabe
24:4 einmal als Aufteil- und einmal als
Verteilaufgabe gestellt.

Die Aufteilaufgabe lautete: ,, Mit einem
Fahrstuhl wollen 24 Leute nach oben
fahren und der Fahrstuhl nimmt immer
4 Leute mit. Wie oft muss er fahren,

40 406 2
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Stephanie Marc-André NadineJ

Andere Schiler wurden durch die Auf-
gabenstellung veranlasst, zu erganzen,
so etwa Stephanie, die ,stellengerecht”
auffiillte (zuerst die Zehner, dann die
Einer: 148+30+20+10+8), oder auch
Marc-André, der dabei Schwellenzahlen
ausnutzte (148+2+50+ 16). SchlieBlich
I6sten auch einige Schiler — wie etwa
Nadine — die Problemstellung durch das
Heranziehen einer Hilfsaufgabe (216 -
150+2). '

Diese Beispiele verdeutlichen, wie reich-
haltig und vielfaltig das Denken der Kin-
der sein kann, wenn es Gelegenheit be-
kommt sich zu artikulieren. Wie diese
Heterogenitat im Unterricht genutzt
werden kann, damit die Schiiler zuneh-
mend elegantere, effizientere und weni-
ger fehleranfillige Methoden entwi-

damit alle nach oben kommen?" Von Abb. 2: Lésungen
der Struktur gedacht geht es darum, zu der Kinoaufgabe
ermitteln, aus wie vielen Vierermengen

die 24 besteht.

Wie bist du darauf gekommen?

Ah, 6,

Kannst du mal erkldren?

Ahm, ich habe das so gemacht: Ah, 4 plus 4 ist 8, und noch mal 8 -
ahm -, dann sind es, ahm, 16, dann viermal ist er hochgefahren und dann
muss er noch zweimal fahren, dann sind es 7,

Dann sind es 6.

Jakubs Vorgehen, Teilmengen in der
GroRe des Divisors (in diesem Fall 4) zu
erzeugen und deren Anzahl zu ermit-
teln, kann aufteilnahes Rechnen oder
Biindeln genannt werden. Dieses Vor-
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dreimal reihum einen zusétzlichen Bal-

lon in jede Packung und ermittelte

jeweils die Gesamtzahl der Ballons, bis

er schlieBlich die 52 erreichte.

52 - (flistert) wie viele Packungen kauft er... (20 Sekunden spéter) 13.
Woher weilst du das denn so schnell?

Ich hab erst gedacht 10, da waren’s 40, und dann hab ich noch mal -
jetzt, wie hab ich’s weitergemacht - hab ich noch mal 4, glaube ich, dann
waren’s 44, dann noch mal 4, dann waren's 48, und dann noch mal - ha?
gehensweise, so viele Teilmengen zu Hm, kénnte ja sein. - Hast du dir immer (iberlegt - hast du angefan-
bilden, wie es der Divisor vorgibt (in die-  gen, wenn 10 in einer Packung wéren, wéren’s 40 oder so?

sem Fall 4), deren jeweilige Machtigkeit Hm.

zu vermuten und dann zu priifen, ob  Und dann hast du immer noch mal einen dazugetan oder so.

gehen ist im Einklang mit der Aufgaben-
struktur.

Um die Aufgabe zu losen, kann man
jedoch nicht nur ermitteln, wie viele Vie-
rer die 24 enthalt (additiv: 4+4+4+4+
4+4=24 oder multiplikativ: x-4=24),
sondern man kann auch eine Zahl su-
chen, deren Vierfaches 24 ist (multipli-
kativ ausgedriickt: 4-x=24). Diese Vor-

deren ,Summe” den Dividenden ergibt, Hm, glaub so.
kann als verteilnahes Rechnen oder Und dann kamst du auf 13.
Aufsplitten bezeichnet werden (6+6+6 Hmh.

+6=24). Jakub verwendete sie etwa

zehn Minuten spéter, als ihm die Aufga-
be 24:4 erneut gestellt wurde, diesmal
in einem Verteilkontext: ,,Die Oma hat
24 Bonbons mitgebracht; die verteilt sie
gerecht an 4 Kinder. Wie viele Bonbons
bekommt jedes Kind?"

Er rechnete jedoch keineswegs bei jeder
Verteilaufgabe verteilnah, sondern bis-
weilen durchaus auch aufteilnah, wie
sich etwa bei der sog. Bootaufgabe
zeigte: , Auf einem See sind 200 Leute
mit einem Ruderboot unterwegs. Insge-

.................................................. samt sind auf dem See 40 Ruderboote,
6! . und in jedem sind gleich viele Leute.
Mmh, wie bist du darauf gekommen? Wie viele sind in jedem Boot?" Nach
Ahm, ah, 6 plus 6 ist 12, und - dhm - da sind 2, 2 Kinder. Und noch mal  etwa vier Minuten gab Sebastian seine
= &h - 6 und noch mal 6 sind noch mal 12. Und 12 plus 12 sind 24, und  L6sung wie folgt an:

dann sind viermal.
Mmh. Wie bist du am Anfang auf die 6 gekommen? 5.

Zuerst hab ich mit Fiinfern versucht das zu rechnen, aber das ging nicht.  Woher weiit du das denn?

Ahm, aber dann hatte ich angefangen mit Sechsern und - &h, &h - ich  Ah - ich hab - irgendwie - ah - ich hab erstmal - nee, weiB ich nicht.
habe es so gemacht, wie ich’s erklart hab. WeiBt du gar nicht mehr, was du Gberlegt hast?

Mmh. Gut. Dann hast du’s mit Sechsern probiert. Den Anfang ... ich hab - ich hab erstmal - wie viele Boote waren das jetzt ...
""""""""""""""""""""""""""""" 40 Boote,

Ich hab erstmal 40 und dann noch mal die 40, das waren 80 dann, und
noch mal 40, das waren 120, da hatte ich schon dreimal ~ da habe ich
auch immer gezahlt, wie oft ich die 40 nehme, und dann hatte ich viermal
die 40 genommen = und fiinfmal, und dann kam ich auf 200.

Beide Aufgaben hdngen eng mit der
Geteiltaufgabe 24:4 zusammen. Jakub
wéhlt kontextabhingig die jeweilige
Losungsstrategie aus: Im Aufteilkontext
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gestellt 16st er sie mit einer aufteilnahen,
im Verteilkontext mit einer verteilnahen
Strategie. Jedoch muss die Aufgaben-
struktur den Losungsweg keineswegs
vorherbestimmen. Auch hierzu ein Bei-
spiel:

Zu Beginn des 3. Schuljahres wurden
Sebastian Aufgaben vorgelegt, die Ver-
teilsituationen reprdsentieren sollten.
Ein erstes Beispiel lautete: ,,Mark kauft
Luftballons flr seinen Geburtstag. Er
kauft 4 Packungen, und in jeder sind
gleich viele Luftballons. Insgesamt hat
er 52 Stlck. Wie viele sind in jeder
Packung?”

Sebastian l6ste die Aufgabe, indem er
zundchst fir jede Packung zehn Luftbal-
lons ,veranschlagte” und deren Ge-
samtzahl mit 40 berechnete. Dann
Jlegte” er (wahrscheinlich) insgesamt

Sebastian ermittelte also, wie oft die 40
in die 200 hineinpasst. Hierbei handelt
es sich um eine ganz andere Herange-
hensweise, als sich zu Uberlegen, was
sich ergibt, wenn 200 in 40 gleich grofe
Teile zerlegt wird (5+5+5+ ... +5+5+5
=200).

Die von uns vorgenommene Interpreta-
tion, dass Sebastian bei der Ballonaufga-
be verteilnah und bei der Bootaufgabe
aufteilnah rechnete, basiert nicht nur
auf den vorliegenden Transkripten, son-
dern auch auf Videoaufzeichnungen
sowie auf der Analyse seines Losungs-
verhaltens bei weiteren Geteiltaufga-
ben. Liegt ausschlieBlich das Transkript
vor, so kann die jeweils andere Deutung
nicht vollkommen ausgeschlossen wer-
den, dass er bei der Ballonaufgabe auf-
teilnah (,, 10 Vierer sind 40, dann noch



ein Vierer, ...") bzw. bei der Bootaufgabe verteilnah rechnete (,zunéchst jeweils
eine Person in jedes Boot, dann noch eine, ..."). Dieses Beispiel zeigt erneut, dass
Vermutungen uber Lésungswege von Schiilern stets mit Vorsicht angestellt werden
sollten.

Der Eindruck, dass Kinder anders rechnen als eben noch bei derselben Aufgabe, ist
unser Eindruck, den wir als gelibte Rechner gewinnen. Fir die Kinder kann es sich
jedoch bei zwei , gleichen” Aufgaben um zwei ganz verschiedene Dinge handeln.
Somit kénnen vollkommen unterschiedliche Vorgehensweisen zu deren Lésung
entwickelt werden. Dabei ist die Entscheidung, welche Strategie gewéhlt wird,
sicherlich nicht nur von der Aufgabenstruktur abhéngig, sondern ist eingebunden in
ein komplexes Geflecht von Gedanken, die u. a. auch um die ZahlengréBe kreisen
und von der Fragerichtung oder persénlichen Vorlieben abhédngen (vgl. hierzu bei-
spielsweise auch D 7 in Kap. 4.1).

Zu guter Letzt: Zur Kommunikation geh6ren immer (mindestens) zwei Personen.
Warum erwdhnen wir diese scheinbare Trivialitdt? Alles, was wir in diesem Kapitel
tiber das Rechnen (und damit implizit auch Gber das Denken) der Kinder gesagt
haben, trifft natirlich auch auf das Denken von uns Erwachsenen zu: Aus dem
Blickwinkel der Kinder denken Erwachsene anders

m ... als sie selbst

m ... als sie es vermuten

m ... als andere Erwachsene

m ... als eben noch in vergleichbaren Situationen.

Leider scheint es in der Schule so zu sein, dass es im Wesentlichen die Kinder sind,
die lernen missen, wie die Erwachsenen denken, anstatt dass auch die Erwachse-
nen lernten, wie die Kinder denken.

Viel Geld!

Eine erste Klasse. Die Kinder rechnen in ihrem Rechenbuch
Additions- und Subtraktionsaufgaben im Zahlenraum bis
10. Ganz hinten in der Ecke beschaftigt sich Sven anderwei-
tig. Er reiBt von einem Blatt Papier Zettelchen ab, kritzelt
etwas drauf und steckt sie dann in die Hosentasche. Ich
gehe zu ihm hin und frage: ,Und was machst du?” , Geld”,
sagt er ohne sich grof storen zu lassen. Wieder reif3t er ein
Zettelchen ab und schreibt: ,17000000°'. ,Wie viel hast du
denn schon?” frage ich. Er kramt seine Zettelchen aus der
Hosentasche, zahlt sie und sagt: , Sechs Millionen.” ,Nicht
schlecht”, sage ich, ,machst du mir auch einen Geldschein?
-~ Mir wirden aber erst mal Hunderttausend reichen.” Er
tut’s und schreibt ,100.000". Ich: ,Da gebe ich heute gleich
tausend Mark aus. Dann hab ich ja noch ‘ne ganze Menge
ubrig”. Sven uberlegt kurz und sagt: , Neuntausend.” Ich

gebe mich zufrieden.
Christa Erichson
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12+12=12

Huy, ein sechs Jahre altes Kind aus Vietnam, sagt mir ganz stolz: ,ich weiB, wie viel 12 und
12 ist.” Dabei wirft er einen flichtigen Blick auf die Uhr, die im Klassenzimmer hangt.
Neugierig frage ich ihn: ,Wie viel den?” Er antwortet: ,12 Unr! ,Wieso? ,Na, weil der
kleine und der groBe Zeiger beide auf der 12 sind.”

Julie Menne

Geht
nicht!

In einer ersten Klasse wird im

Zehnerraum gerechnet. Die Kin-

der sitzen im Kreis.

Zwei grofie Schaumstoffwilrfel

.
.
.
.
.
.
.
.
o
[ &

werden in die Mitte geworfen,
deren Augenzahlen zusammen-

gerechnet werden sollen. Als der

Glucksfall zwei Sechser eintritt,

schallt es aus allen Kehlen:

,Geht nicht!”

es00000e

Christa Erichson
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KANNST DU MAL EIN BILD MALEN?

Am Wochenende sitzen wir morgens oft zu dritt im Bett. Wenn
wir nicht lesen, unterhalten wir uns. Eines Samstags kommen
wir aufs Rechnen. Maxim (6) will uns zeigen, wie gut er schon
rechnen kann, und verlangt, dass wir ihm schwierige Aufga-
ben stellen: ,Auch mit mal und geteilt.” Wir tasten uns im
Schwierigkeitsgrad behutsam vorwdrts. Irgendwann kommt
die Aufgabe 16:4 an die Reihe. Maxim denkt nach und sagt
dann: ,4.” ,Wie hast du das denn herausbekommen2” ,Ich
hab erst 16:2 gemacht, das war 8, und dann 8:2, und dann
war das 4.” Wir wollen wissen, was sich Maxim dabei vorge-
stellt hat, und bitten ihn: ,Kannst du mal ein Bild malen!” Wir
erwarten, dass er uns eine Veranschaulichung fir die Aufga-
be 16:4 liefert. Er jedoch hat unsere Aufforderung ganz
anders verstanden. So etwas, glaube ich, passiert héufiger, als

wir denken.

Christoph Selfer
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